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Meinen  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen, 
der  Technischen  und  Natvir"wissen8chaften  nach  allen  Richtungen  hin 
weiter  auszubauen,  ist  mein  stetes  durch  das  Vertrauen  und  Wohlwollen 
zahlreicher  hervorragender  Vertreter  obiger  Gebiete  von  Erfolg  begleitetes 
Bemühen,  wie  mein  Verlagskatalog  zeigt,  und  ich  hoffe,  daß  bei  gleicher 
Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  und  Schulmänner  des  In-  und  Aus- 
landes auch  meine  weiteren  Unternehmungen  Lehrenden  und  Lernenden 
in  Wissenschaft  und  Schule  jederzeit  förderlich  sein  werden.  Verlags- 
anerbieten gediegener  Arbeiten  auf  einschlägigem  Gebiete  werden  mir 
deshalb,  wenn  auch  schon  gleiche  oder  ähnliche  Werke  über  denselben 
Gegenstand  in  meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternehmungen  mache  ich  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  München  und  Wien 
und  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  herausgegebene 
Eneyklopädie  der  Mathenaatisehen  Wissenschaften  aufmerksam, 
die  in  7  Bänden  die  Arithmetik  und  Algebra,  die  Analysis,  die  Geometrie, 
die  Mechanik,  die  Physik,  die  Geodäsie  und  Geophysik  und  die  Astro- 
nomie behandelt  und  in  einem  Schlußband  historische,  philosophische 
und  didaktische  Fragen  besprechen,  sowie  ein  Generalregister  zu  obigen 
Bänden  bringen  wird. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften  meines  Verlags,  als  da  sind:  Die  Mathe- 
matischen Annalen,  die  Bibliotheca  Mathematica,  das  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  die  Jahresberichte  der  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigimg,  die  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  Organ  für  angewandte  Mathematik,  die  Zeitschrift  für  mathe- 
matischen und  naturwissenschaftlichen  Unterricht,  femer  Natur 
und  Schule,  Zeitschrift  für  den  gesamten  natiukundlichen  Untemcht 
aller  Schulen,  die  Geographische  Zeitschrift  u.  a. 

Seit  1868  veröffentliche  ich  in  kurzen  Zwischenräumen:  „Mit- 
teilungen der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner".  Diese  „Mit- 
teilungen", welche  unentgeltlich  in  25  000  Exemplaren  sowohl  im  In-  als 
auch  im  Auslande  von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikiun,  welches 
meinem  Verlage  Aufmerksamkeit  schenkt,  von  den  erschienenen,  unter 
der  Presse  befindlichen  und  von  den  vorbereiteten  Unternehmungen  des 
Teubnerschen  Verlags  in  Kenntnis  setzen  und  sind  ebenso  ^\ie  das  bis 
auf  die  Jüngstzeit  fortgeführte  jährlich  zwei-  bis  dreimal  neu  gedruckte 
Verzeichnis  des  Verlags  von  B.  G.  Teubner  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  der  Technischen  und  Naturwissenschaften  nebst 
Grenzgebieten,  96.  Ausgabe  [XL  u.  1(58  S.  gr.  8],  sowie  der  Nachtrag 
1901  —  1908  [Xn  u.  56  S.]  zu  diesem  Katalog  in  allen  Buchhandlungen 
unentgeltlich  zu  haben,  werden  auf  Wunsch  aber  auch  unter  Kreuzband 
von  mir  unmittelbar  an  die  Besteller  übersandt. 

Lbipzio,  Poststraße  3. 

B.  G.  Teubner. 
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Vorrede  zur  z^veiten  Auflage. 

Bei  der  ersten  Bearbeitimg  des  jetzt  in  zweiter  Auflage 
erscheinenden  Lehrbuches  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
waren  es  hauptsächlich  zwei  Gesichtsjninkte,  welche  ich  fort- 
während im  Auge  behielt.  Was  zuvörderst  in  materieller  Hin- 
sicht die  Auswahl  des  Stoftes  betrifft,  so  war  mein  Augenmerk 
darauf  gerichtet,  wenigstens  innerhalb  bestimmter  Grenzen  eine 
gewisse  Vollständigkeit  zu  erzielen.  Die  mehr  praktische  Richt- 
ung meiner  Zuhörer  an  der  hiesigen  polytechnischen  Schule, 
für  welche  das  Lehrbuch  zunächst  bestimmt  ist,  wies  mich  dar- 
auf hin,  aus  dem  reichen  Materiale,  welches  namentlich  die 
Theorie  der  Linien  zweiten  Grades  darbietet,  besonders  solche 
Sätze  auszuwählen,  welche  eine  konstruktive  Anwendung  ge- 
währen. Ich  habe  mich  bemüht,  diese  Sätze  zu  einem  organi- 
schen Ganzen  zu  vereinigen,  Avelches  die  Bestimmung  hat,  die 
Verschiedenartigkeit  der  Methoden  der  analytischen  Geometrie 
klar  hervortreten  zu  lassen.  —  In  formeller  Hinsicht  war  in 
betreff  der  Darstellung  mein  Streben  besonders  auf  Verein- 
fachung des  Kalküls  mittels  geometrischer  Deutung  der  Gleich- 
ungen und  auf  eine  möglichst  natürliche  Verknüpfung  der  ein- 
zelnen Untersuchungen  gerichtet.  Die  letztere  Rücksicht  ist 
namentlich  für  mich  bei  der  Anordnung  des  Inhaltes  der  Ka- 
pitel IV  bis  VIII  entscheidend  gewesen.  Da  hei  den  in  den 
ersten  Kapitehi  enthaltenen  geometrischen  Lehrsätzen  gi-oßen- 
teils  an  Resultate  augeknüpft  werden  konnte,  welche  ich  als 
aus  der  Elementargeometrie  bekannt  voraussetzen  durfte,  so 
schien  es  mh*  zweckmäßig,  auch  bei  Untersuchung  der  Kegel- 
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IV  Vorrede. 

schnitte  von  einer  allgemeinen  Eigenschaft  dieser  Linien  aus- 
zugehen, welche  sich  leicht  rein  geometrisch  begründen  läßt. 
Sind  aus  dieser,  allgemeinen  Eigenschaft  die  Kegelschnittformen 
nebst  den  zugehörigen  Gleichungen  gewonnen,  so  können  die- 
selben nachher  mittels  der  Methoden  der  analytischen  Geo- 
metrie weiter  verfolgt  werden;  aus  diesen  speziellen  Diskussionen, 
welche  sich  auf  bekanntes  stützen,  läßt  sich  dann  leichter  eine 
mit  um  so  größerer  Strenge  zu  führende  allgemeine  Unter- 
suchung ableiten.  Die  scheinbare  Identität  der  Überschriften 
„die  Kegelschnitte"  im  vierten  und  „die  Linien  zweiten 
Grades"  im  achten  Kapitel  hndet  in  diesem  Gedankengange 
ihre  Rechtfertigung.  Am  ersteren  Orte  tritt  der  stereome- 
trische Ausgangspunkt  in  den  Vordergrund,  an  der  letzteren 
Stelle  soll  seine  Beziehung  zu  den  Gleichungen  zweiten  Grades 
erläutert  werden. 

Diesen  der  Hauptsache  nach  bereits  in  der  Vorrede  zur 
ersten  Auflage  niedergelegten  Bemerkungen  habe  ich  wenig 
hinzuzufügen,  da  der  Lihalt  der  neuen  Auflage  nicht  wesent- 
lich von  der  ersten  abweicht.  Neu  hinzugekommen  ist  nur 
der  von  der  Quadratur  der  Hyperbel  handelnde  Abschnitt,  so- 
wie einzelnes  bei  der  Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades.  Der  er.stere  Zusatz  bat  die  Bestimmung,  die 
auf  die  Quadratur  der  Kegelschnitte  bezüglichen  Untersuchungen 
zvi  vollkommener  Abrundung  zu  bringen;  bei  der  neuen  Be- 
arbeitung eines  Teiles  des  achten  Kapitels  strebte  ich  danach, 
Betrachtungen,  welche  für  den  Anfänger  in  der  Regel  nicht  ohne 
Schwierigkeit  sind,  eine  größere  Schärfe  und  Klarheit  zu  ver- 
leihen. Aus  demselben  Streben  sind  eine  Menge  kleinerer  Änder- 
ungen,  welche   fast  jeder  Paragraph   enthält,   hervorgegangen. 

Dresden,  Ostern  I8G0. 

0.  Fort. 


Vorreile. 


Yorredo  zur  dritten  Aiiflaf^e. 

Die  ti^egt'nwiirtigo  dritte  Auflage  meiner  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene  unterscheidet  sicli  von  der  zweiten  nur  durch 
eine  Menge  kleinerer,  auf  Strenge  der  Begründung  und  Klar- 
heit des  Ausdruckes  bezüglicher  Änderungen.  Die  Einführung 
einiger  abgeänderter  Bezeichnungen  wurde  durch  den  Wunsch, 
mit  anderwärts  üblichem  in  besseren  Einklang  zu  kommen, 
bedingt.  Wenn  im  übrigen  der  Inhalt  des  Buches  derselbe 
geblieben  ist  und  die  neueren  Theorien,  namentlich  der  Ge- 
brauch der  Linienkoordinaten,  sowie  der  homogenen  Koordi- 
naten, nicht  Berücksichtigung  gefunden  haben,  so  ist  daran  zu 
erinnern,  daß  die  Auswahl  des  Stoifes  hauptsächlich  mit  Rück- 
sicht auf  das  praktische  Bedürfnis  künftiger  Techniker  ge- 
troffen wurde.  Dafür,  daß  ein  Lehrbuch  innerhalb  der  be- 
schränkten Grenzen  des  vorliegenden  auch  für  größere  Kreise 
Befriedigung  geAAährt,  dürfte  der  rasche  Absatz  zweier  starker 
Auflao-en  ein  Zeuj^nis  ablegen. 

Dresden,  im  September  187L 

0.  Fort. 

Vorrede  zur  vierten  Auflage. 

Bei  dem  raschen  Absätze,  welchen  auch  die  dritte  Auflage 
des  vorliegenden  Werkes  gefunden  hat,  und  zwar  in  einem  Zeit- 
räume, in  welchem  von  mir  selbst  am  hiesigen  Polytechnikum 
Vorlesungen  über  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  nicht  ge- 
halten worden  sind,  ergab  sich  für  mich  keine  Veranlassung, 
rücksichtlich  des  Inhaltes  des  von  mir  bearbeiteten  Teiles  aus 
den  in  den  früheren  Vorreden  festgestellten  Grenzen  in  der  nötig 
gewordenen  neuen  Auflage  herauszutreten.  Die  von  mir  vorge- 
nommeuen  Änderungen  beziehen  sich  daher  großenteils  nur  auf 
die  Form  und  verfolgen  hauptsächlich  den  Zweck  einer  möglichst 
klaren  Fassung  des  Ausdruckes.  Kleine  Zusätze  sind  zu  dem- 
selben Zwecke  nur  an  wenigen  Stellen  erforderlich  gewesen. 

Dresden,  im  April  1877. 

0.  Fort. 
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Vorrede  zur  fünften  Auflage. 

Der  als  Lehrer  und  Schriftsteller  in  gleicher  Weise  aus- 
gezeichnete und  verdiente  Verfasser  dieses  Buches  sah  sich  infolge 
andauernder  Kränklichkeit  Ostern  1879  veranlaßt,  sein  Lehramt 
am  Königl.  Sachs.  Polytechnikum  niederzulegen;  zwei  Jahre 
darauf,  am  6.  Mai  1881,  erlag  er  seinen  schweren  Leiden. 

Nachdem  dieses  Werk  gegen  drei  Jahrzehnte  lang  seine 
Brauchbarkeit  und  Zweckmäßigkeit  in  Bezug  auf  Auswahl  und 
Darstellung  erwiesen  hat,  galt  es  bei  der  Bearbeitung  der  neuen 
Auflage  zunächst,  ihm  die  von  der  Hand  des  Verfassers  ver- 
liehenen Vorzüije  zu  erhalten.  Der  Plan  des  Buches  ist  daher  nicht 
erweitert  worden;  und  da,  wo  einzelne  Abschnitte  umgearbeitet 
oder  hinzugefügt  worden  sind,  wird  hoffentlich  das  Bestreben  be- 
merkbar  sein,  die  Klarheit  und  Deutlichkeit  der  Vortragsweise  des 
Verfassers  möglichst  zu  erreichen.  Andrerseits  lag  aber  auch  die 
Verpflichtung  vor,  durch  geeignete,  in  den  Rahmen  des  Buches 
sich  fügende  Zusätze  und  Überarbeitungen  die  Brauchbarkeit 
desselben  zu  erhöhen  und  für  die  Zukunft  zu  sichern. 

Am  Schluß  des  §  6  ist  die  Xormalform  der  Gleichung 
der  Geraden  hervorgehoben  worden.  —  Die  schon  bisher  lieim 
Kreise  verwendete  Methode  der  symbolischen  Bezeichnung  von 
Funktionen  ist  auch  bei  der  Geraden  in  §  7  angewendet  worden: 
damit  hängen  zwei  neue  hinzugekommene  Beispiele  in  §  8  zu- 
sammen. —  In  §  10  wurde  der  Schluß  erneuert.  —  In  §  13  er- 
gab sich  eine  einfachere  Darstellung  dadurch,  daß  der  zwischen 
Brennpunkt  imd  Direktrix  liegende  Scheitel  zum  Anfongspunkt 
genommen  Avuixle.  Die  L^mgestaltung  dieses  Abschnitts  be- 
dingte einige  Änderungen  des  folgenden.  —  Die  Ableitung  der 
Beziehungen  zwischen  konjugierten  Ellipsendurchmessern  am 
Ende  des  §  22  ist  durch  Einführung  der  exzentrischen  Ano- 
malie vereinfacht  worden.  —  Die  Diskussion  der  allgemeinen 
Gleichung  zweiten  Grades,  §  30,  wurde  vollständig  neu  l)e- 
arbeitet.  In  der  gesenwärtigen  Gestalt  ist  die  Untersuchimg 
auf  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  l)egründet;  sie  er- 
reicht auf  möglichst  kurzem  ^^'ege  das  Ziel,  in  fertigen  For- 
mein  unzweideutige  Auskunft  über  die  Natur  des  dargestellten 
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Gel)ildes,  dir  Lage  der  Symiuetrieachseii  und  dif  Hauptdimen- 
sionen  zu  üjchcu.  Zum  Schiuli  wird  die  Invarianz  der  charakte- 
ristisclu'u  Zalilcn  iiadi^-ew  icsrn  und  dabei  Bezug  auf  das  sehief 
winkligt^    System    genommen.  i;  .•);)    ist    um    zwei    Heispiele 

vermehrt  ujul   die   Eiideituny;  zu  ij  1)7   umgeändert  worden. 

Möchten  die  Änderungen  sich  zweckmäßig  erwx'isen  und 
das  Buch  in  dieser  neuen  Ausgabe  seine  alten  Freunde  wieder- 
finden und  neue  sieh  erwerben! 

Dresden,   im   A])ril   iSSo. 

R.  Heger. 


Vorrede  zur  sechsten  Auflage. 

In  dieser  Auflage  habe  ich  die  schon  mit  der  vorigen 
eingeschlagene  Richtung  etwas  Aveiter  verfolgt.  Das  Teil- 
verhältnis von  Strecken  und  das  Sinusteilverhältnis  von  Winkeln 
treten  in  zweckmäßiger  Weise  hervor.  Hieran  schließt  sich 
die  Verwendung  des  Doppelverhältnisses  und  der  projektiven 
Verwandtschaft  von  Strahlbüscheln  und  Punktreihen.  Um  hier 
für  Raum  zu  gewinnen,  ist  der  Abschnitt  über  die  Tangenten 
algebraischer  Kurven  unterdrückt  worden.  Die  Untersuchung 
der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  hat  abermals  eine 
Umgestaltung  erlebt,  hoöentlich  nicht  zu  ihrem  Nachteile. 

Die  Abschnitte  §  oG  und  §  37  enthalten  die  Lösung  einiger 
besonders  wichtiger  Konstruktionsaufgaben.  Man  könnte  darin 
einen  Übergriff  auf  das  Gebiet  der  synthetischen  Geometrie  er- 
blicken; indessen  ist  es  letztes  Ziel  jeder  geometrischen  Unter- 
suchung, auch  der  analytischen,  die  Lösung  von  Konstruktionen 
vorzubereiten,  ihre  Ausführung  darf  daher  auch  als  die  reife 
Frucht  analytischer  Untersuchungen  dargeboten  werden. 

Dresden,  im  Juli    lS9o. 

K.  Heger. 


VIII  Vorrede. 

Vorrede  zur  siebenten  Auflage. 

Von  den  hei  der  Bearbeitung  dieser  Auflage  gemachten 
Äuderuno-en  möchte  ich  an  dieser  Stelle  folgende  erwähnen: 
In  §  7,  8.  4;i  sind  vor  die  Einführung  der  abgekürzten  Be- 
zeichnung zwei  Erörterungen  eingeschoben,  und  das  Folgende 
etwas  weniger  knapp  dargestellt  worden.  §  8  ist  umgearbeitet 
worden;  insbesondere  wurde  das  YoUständige  Vierseit  wieder 
im  Sinne  der  älteren  Auflagen  behandelt.  In  §  1)  wurde  die 
Polargleichung  des  Kreises  eingeführt  und  darin  der  passendste 
Zugang  zur  Potenz  und  Polaren  gefunden.  In  §  33  wurden 
die  Asymptotengleichung  mehr  hervorgehoben,  einige  Formeln 
verbessert,  und  die  Unterscheidungszeichen  auf  einige  Zahlen- 
beispiele angewandt;  die  folgenden  Paragraphen  wurden  um- 
gestellt, und  dem  nunmehrigen  §  35  eine  einfache  Ableitung 
des  Pascalschen  Satzes,  und  dem  §  37  einiges  über  die  Her- 
stellung von  quadratischen  Gleichungen  aus  linearen  sowie 
etwas  weiteres  über  die  gleichseitige  Hyperbel  hinzugefügt. 
Die  allzu  breiten  Ausführungen  des  9.  Kapitels  w^urden  gekürzt 
und  §§  38,  39  und  40  z.  T.  neu  bearbeitet. 

Au  Stelle  der  früheren  kui-zen  Übersicht  ist  eine  ausführ- 
liche Inhaltsangabe  getreten. 

Dresden,  im  August  1903. 

R.  Hesrer. 
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punkte,  S.  2.S.     Übergang  von    einem  rechtwinkligen   Systeme   zu 
einem  beliebigen  andern  rechtwinkligen,  S.  24;   von   einem  schief- 
winkligen zu  einem  beliebigen  andern  schiefwinkligen,  S.  24. 

Zweites  Kapitel.     Die  gerade  Linie. 

§  5.  Gleichungsformen  der  geraden  Linie 25 

Gleichung  einer  den  Nullpunkt  enthaltenden  Geraden  in  recht- 
winkligen und  schiefwinkligen  Parallelkoordinaten,  S.  25,  26.  Die 
Richtungskonstante,  S.26.  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden,  S.  27, 
28,  29.  Gleichung  einer  Geraden,  die  eine  gegebene  Richtung 
hat  und  einen  gegebenen  Punkt  enthält,  S.  29.  Gleichung  einer  Ge- 
raden durch  zwei  gegebene  Punkte,  S.  30,  .31. 

§  6.  Zwei  Gerade :n 

Der  Schnittpunkt  zweier  Geraden,  S.  31,  32,  .33.  Bedingung 
für  drei  Gerade  eines  Punktes,  S.  33.  Der  Winkel  zweier  Ge- 
raden, S.  34.  Die  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  geht  und  eine  gegebene  Gerade  rechtwinklig 
schneidet,  S.  35.  Die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden,  S.  36. 
Die  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden,  S.  37.  Der 
Winkel  zweier  Geraden  aus  ihren  Gleichungen  für  schiefwinklige 
Koordinaten,  S.  38,  39. 

§  7.  Die  allgemeine  Gleichung  ersten  Grades  ....  4rt 
Jede  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  den  Koordinaten  eines 
Punktes  bedeutet  eine  Gerade,  S.  40,  41.  Zwei  parallele  Gerade. 
S.  43.  Zwei  rechtwinklige  Gerade,  S.  43.  Abgekürzte  Bezeichnung 
der  Gleichung  einer  Geraden,  S.  44.  Abgekürzte  Darstellung  der 
Gleichungen  der  Strahlen  eines  Büschels,  S.  44.  Das  Sinusteilver- 
hältnis; die  Halbierenden  der  Winkel  zweier  Geraden,  S.  45.  Die 
Identität  dreier  Geraden  eines  Punktes,  S.  45. 

§  8.  Aufgaben 46 

Der  Ort  der  Punkte,  die  von  zwei  gegebenen  Punkten  gleiche 
Abstände  haben,  S.  46.  Cevas  Satz,  S.  47.  Das  vollständige  Vier- 
seit,  S.  48.  Harmonische  Punkt-  und  Strahlenpaare,  S.  50.  Die 
Geraden,  die  die  Winkel  und  Außenwinkel  eines  Dreiecks  hal- 
bieren, S.  52.     Die  Höhen  eines  Dreiecks,  S.  53. 

Drittes  Kapitel.     Der  Kreis. 

§  9.  Gleichungsformen  des  Kreises  für  rechtwink- 
lige und  Polarkoordinaten ■   .    .       54 

Die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises,  S.  54.  Die  Gleichung 
eines  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises,  S.  54.  Die  Gleich- 
ung eines  Kreises,  der  die  Ordinatenachse  im  Nullpunkt  berührt, 
S.  55.  Die  Polargleichung  des  Kreises,  S.  56.  Die  Potenz  eines 
Punktes  für  einen  Kreis,  S.  56.  Die  Polare  eines  Punktes.  S.  58, 
59;  ihre  Konstruktion  mit  Hilfe  der  Harmonie  am  vollständigen 
Vierseite,  S.  59.  Der  Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte.  S.  60.  Die 
Bedingungen,  unter  denen  eine  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
einen  Kreis  bedeutet,  S.  61.  Der  Ort  der  Scheitel  aller  Dreiecke, 
welche  auf  einer  gegebenen  Grundlinie  c  stehen  und  in  welchen  die 
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beiden  andern  Seiten  ein  <^ef:^ol)cne.s  Verliültnis  1  :  t  besitzen,  S.  G2. 
Es  soll  der  geometrische  Ort  iler  Punkte  gesucht  werden,  für  die 
die  Summe  der  Quadrate  der  Abstände  von  )i  gegebenen  i'iiiiktcn 
eine  gegebene  (»röüe  hat,  S.  G3. 

§  10.  Der  Kreis  und  die  Gerade G4 

Die  quadratische  ({leichung  für  die  Abscissen  des  Schnitt- 
punktes eines  Kreises  um  den  Nullpunkt  und  einer  (Jeraden,  S.  65. 
Die  Diskriminante  dieser  Gleichung,  S.  65.  Die  Mitten  paralleler 
Kreissehnen  liegen  auf  einem  Durchmesser,  S.  67.  Normalen  eines 
Kreises,  S.  67.  Gleichung  der  in  einem  gegebenen  Punkte  einen 
Kreis  berührenden  Tangente,  S.  67.  Die  Polare  eines  Kreispunktes 
ist  die  Taugente  in  diesem  Punkte,  S.  G«.  Von  einem  Punkte  außer- 
halb eines  Kreises  Tangenten  an  den  Kreis  zu  legen,  S.  G9;  die 
Gleichung  der  Berührungssehne,  S.  69. 

§  11.  Zwei  Kreise 70 

Die  gemeinscliaftliche  Sekante  zweier  Kreise,  ihre  Gleichung, 
S.  70;  ihre  Eigenschaft  als  Ort  der  Punkte  gleicher  Potenzen,  S.  71. 
Die  Potenzlinieu  dreier  Kreise  schneiden  sich  im  einem  Punkte, 
S.  72.  Die  gegenseitige  Lage  zweier  Kreise  wird  aus  ihrer  Lage 
gegen  ihre  Potenzlinie  erkannt,  S.  73. 

§  12.  Kreisgleichung  für  schiefwinklige  Koordinaten  74 
Aufstellung  der  Gleichung,  S.  75.  Die  Gleichung  eines  Kreises, 
der  die  Achsen  eines  schiefwinkligen  Sj^stems  berührt,  S.  76.  Im 
Kreise  ist  der  Abstand  jedes  Peripheriepunktes  von  der  Berühr ungs- 
sehne  zweier  Tangenten  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den 
Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  beiden  Tangenten,  S.  77. 

Viertes  KapiteL     Die  Kegelschnitte. 

§  13.  Allgemeine  Formen  der  Kegelschnittgl eich nng       78 

Der  Ort  des  Punktes,  dessen  Entfernungen  von  einem  festen 
Punkte  und  einer  festen  Geraden  ein  gegebenes  Verhältnis  haben, 
S.  78.  Legt  man  den  Anfangspunkt  auf  eine  algebraische  Kurve, 
so  fehlt  in  ihrer  Gleichung  das  Absolutglied,  S.  79.  Der  Parameter 
eines  Kegelschnitts,  S.  80.  Die  Scheitelgleichung,  S.  80.  Parabel, 
Ellipse,  Hyperbel,  S.  81. 

§14.  Besondere  Gleichungen  für  die  drei  Kegel- 
schnitte           82 

Die  Parabel,  S.  82.  Die  Ellipse,  S.  83;  ihre  Scheitel,  Halb- 
achsen, lineare  und  numerische  Exzentrizität,  S.  84,  85;  bei  der 
Ellipse  ist  die  Summe  der  Brennstrahlen  gleich  der  großen  Achse, 
S.  86.  Die  Hyperbel,  S.  86;  ihre  A.^ymptoten,  Haupt-  und  Xeben- 
achse,  S.  88.  Die  gleichseitige  Hvi^erbel,  S.  89.  Bei  der  Hyperbel 
ist  der  Unterschied  der  Brennstrahlen  jedes  Punktes  gleich  der 
Hauptacbse,  S.  90.  Zusammenhang  der  Gleichungen  der  drei  Kegel- 
schnitte, S.  91.  Polargleichungen  der  Kegelschnitte,  S.  91.  Bestim- 
mung eines  Kegelschnitts  aus  einem  Brennpunkte  und  drei  Peri- 
pheriepunkten, S.  91,  92.  Bestimmung  einer  Parabel  aus  einem 
Brennpunkte  und  zwei  Punkten,  S.  92.  Jede  durch  einen  Brenn- 
punkt eines  Kegelschnitts  gelegte  Sehne  wird  in  diesem  Punkte 
so   geteilt,    daß    das   harmonische  Mittel  ihrer  beiden  Abschnitte 
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dem  Halbpanimeter  gleich  ist,  S.  93.    Auf  jedem  Brennstrahle  eines 
Kegelschnitts   sind   die    beiden    auf  ihm    enthaltenen   Punkte    der 
Kurve   dem  Brennpunkte  und   dem   auf  der  zugehörigen  Leitlinie 
liegenden  Punkte  harmonisch  zugeordnet,  S.  93. 

Fünftes  Kapitel.     Die  Parabel. 

§  15.  Die  Gleichung  i/"  =  ^P-'' ^^ 

Zwei  Konstruktionen  der  Parabel  auf  (irund  ihrer  Gleichung, 
S.  94,  95.     Die  Parabel  hat  nur  einen  Brennpunkt,  S.  97. 

§  16.  Die  Parabel  und  die  Gerade 98 

Die  Ordinatenachse  ist  die  Scheiteltangente  der  Parabel 
1/2  =  'ipx,  S.  98,  99.  Jede  der  Parabelachse  parallele  Gerade 
schneidet  die  Parabel  nur  in  einem  Punkte,  S.  99.  Die  Projektion 
des  Brennpunkts  auf  eine  Parabeltangente  fällt  auf  die  Scheitel- 
tangente, S.  101.  Die  Gleichung  der  Parabeltangente,  S.  102.  Die 
Tangente  an  einem  Parabelpunkte  bildet  mit  der  Achse  denselben 
Winkel,  wie  mit  dem  Breunstrahle  jenes  Punktes,  S.  103.  Die 
Sehne  der  Berührungspunkte  der  durch  einen  Punkt  außerhalb)  der 
Parabel  gelegten  Taugenten,  S.  104.  Die  Normale  der  Parabel, 
S.  104.  Die  Subnormale  der  Parabel  ist  gleich  dem  Halbpara- 
meter, S.  104. 

§  17.  Fortsetzung 104 

Durchmesser  der  Parabel,  S.  104 ;  die  Mitten  paralleler  Parabel- 
sehnen liegen  auf  einer  Parallelen  zur  Achse,  S.  105;  die  Parabel- 
durchmesser sind  die  Parallelen  zur  Achse,  S.  105.  Ermittelung 
der  Achse  und  des  Brennpunktes  einer  gezeichnet  vorliegenden  Pa- 
rabel, S.  106.  Die  Parabelgleichung,  bezogen  auf  den  Durchmesser 
und  die  Tangente  eines  Parabelpunktes,  S.  107. 

§  18.  Die  Parabel  und  der  Kreis 108 

Die  Gleichung  vierten  Grades  für  die  Ordinaten  der  Schnitt- 
punkte einer  Parabel  und  eines  Kreises,  S.  108.  Ein  Kreis,  der  mit 
der  Parabel  vier  zusammenfallende  Punkte  gemein  hat,  S.  109. 
Krümmungskreis ,  Krümmungsmittelpunkt ,  Krümmungshalbmesser, 
S.  110.  Die  Koordinaten  dos  Krümmung.-^uiittclpunktt's,  S.  111.  Länge 
des  Krümmungshalbmessers,  S.  11"2. 

§  19.  Die  Quadratur  der  Parabel 113 

Berechnimg  eines  Parabelabschnitts,  S.  113,  114,  115.  Über- 
tragung auf  ein  bestimmtes  System  schiefwinkliger  Koordinaten, 
S.  116.    Die  Simpsonsche  Regel,  S.  117. 

Sechstes  Kapitel.     Die  Ellipse. 

§  20.  Die  Gleichung  /^''^  -f  (^)  =  1 121 

Polargleichung  der  Ellipse,  S.  121.  Der  der  Ellipse  umge- 
schriebene und  der  eingeschriebene  Kreis,  S.  122.  Konstruktion 
der  Ellipse  mit  Hilfe  des  umgeschriebenen  Kreises.  S.  123;  mit 
Hilfe  des  eingeschriebenen,  S.  123.  Die  exzentrische  Anomalie, 
S.  124.  Wenn  von  drei  Punkten  einer  Geraden  zwei  auf  den  Ko- 
ordinatenachsen fortrücken,  so  beschreibt  der  dritte  eine  Ellipse, 
S.  124.      Konstruktion   der  Ellipse,    begründet    auf  die   Zerlegung 
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der  Ellipse,  S.  126,  1-27. 

§  21.  Die  Ellipse  und  die  Gerade 128 

Die  quadratisiche  («leiihunp-  für  die  Abscisseu  der  Schnitt- 
punkte einer  Ellipse  und  einer  Geraden,  S.  12H.  Ableitung  geo- 
metriseher  Kennzeielien  dafür,  daß  eine  (Jerade  die  Elli])se  schneidet, 
berührt  oder  verfehlt,  S.  121»,  130.  Tangenten  der  Ellipse.  Die 
Gleichung  einer  Tangente  von  gegebener  lÄichtung,  S.  130.  Die 
Gleichung  der  Tangente  eines  gegebenen  Ellipsenpunktes,  S.  132. 
Die  Gleichung  der  Berührungssehne  der  beiden  von  einem  äußeren 
Punkte  an  die  Ellipse  gelegten  Tangenten,  S.  133.  Normalen  und 
Subnormalen  der  Ellipse,  S.  133.  Die  Normale  eines  Ellipsen- 
punktes bildet  mit  den  Brennstrahlen  gleiche  Winkel,  S.  134.  Die 
Projektion  der  Normalen  auf  einen  Brennstrahl  des  zugehörigen 
Ellipsenpunktes  gibt  den  Halbparameter,  S.  135,  136. 

§22.  Fortsetzung  .    .    .    .  " 136 

Die  Mitten  paralleler  Ellipsensehnen  liegen  auf  einer  durch 
den  Mittelpunkt  gehenden  (leraden,  S.  136,  137.  Konjugierte  Dureh- 
messer der  Ellipse,  S.  137.  138.  Der  Konjugationswinkel,  S.  139. 
Jeder  Durchmesser  läuft  parallel  mit  den  Tangenten  der  in  seinem 
konjugierten  Durchmesser  liegenden  Ellipsenpunkte,  S.  139,  140. 
Die  Gleichung  der  Ellip.se  in  Bezug  auf  zwei  konjugierte  Durch- 
messer, S.  140,  141.  Die  Gleichung  der  Tangente  für  dieses  System, 
S.  141.  Ableitung  der  Sätze  Oj  fcj  sinw  =  «6,  a^- -{-h^^  =  er -\-h^, 
S.  142, 143.  Der  kleinste  Konju'gatiouswinkel,  S.  143.  Konstruktion 
der  Ellipse  aus  zwei  konjugierten  Durchmessern,  S.  144. 

§  23.  Die  Krümmungskreise  der  Ellipse 145 

Die  Abscisse  und  die  Ordinate  des  Krümmungsmittelpunktes, 
S.  146, 147.  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes,  S.  147.  Der 
Krümmungshalbmesser,  S.  147,  ausgedrückt  durch  die  Normale  und 
den  Halbparameter,  S.  148. 

§  24.  Die  Quadratur  der  Ellipse 148 

Berechnung  eines  Ellipsenabschnitts,  S.  148,  149;  Fläche  der 
ganzen  Elli^ise,  S.  150. 

Siebentes  Kapitel.     Die  Hyperbel. 

§  25.  Die  Gleichung  (^y—/^)'=l 151 

Die  Polargleichung  der  Hyperbel,  S.  151, 152.  Der  Hauptkreis, 
S.  152.  Formeln,  die  zur  Konstruktion  der  Hyperbel  sich  eignen, 
mit  Benutzung  eines  Hilfswinkels,  S.  153,  auf  Grund  der  Zerlegung 

-^  =  1  +  -^,  —  ;^-  =  l  — ~,    6,  &,  =  &2     s.  153,   mit  Benutzung 
öj  a  b^  a 

des  Asymptotenwinkels,  S.  153.     Brennpunkte,  S.  154. 

§  26.  Die  Hyperbel  und  die  Gerade;  die  Krümmungs- 
kreise 155 

Die  quadratische  Gleichung  für  die  Abscissen  der  Schnitt- 
punkte einer  Hyperbel  und  einer  Geraden.  S.  155.  Jede  Parallele 
einer  Asymptote  schneidet  die  Hyperbel  in  einem  Punkte,  S.  156. 
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Die  geometrischen  Kennzeichen  dafür,  daß  eine  Gerade  die  Hy- 
perbel schneidet,  berührt  oder  verfehlt,  S.  157.  Tangenten  der 
Hyperbel,  S.  157.  Die  Gleichung  einer  Tangente  von  gegebener 
Richtung,  S.  157,  durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Hyjierbel,  S.  158. 
Jede  Taugente  der  Hyperbel  halbiert  den  von  den  Brennstrahlen 
des  Berührungspunktes  eingeschlossenen  Winkel,  S.  159.  Normalen 
der  Hyperbel,  S.  159;  die  Projektion  der  Noi-malen  auf  einen  Brenn- 
strahl des  betreffenden  Hyperbelpunktes  ergibt  den  Halbparameter, 
S.  159.  Die  Koordinaten  des  Krümmungsmitteli^unktes,  S.  159.  Der 
Krümmungshalbmesser,  ausgedrückt  durch  Xonnale  und  Halbpara- 
meter, S.  160. 

§  27.  Fortsetzung 160 

Durchmesser  der  Hyperbel,  S.  160.  Konjugierte  Durchmesser, 
S.  161.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  für  zwei  konjugierte  Durch- 
messer, S.  162.  Die  Gleichung  der  Asymptoten  für  dieses  System, 
S.  163,  164.  Ableitung  der  Sätze  (t^h^  sina  ^  ab,  «j* — ^i"  = 
(r~h\  S.  165. 

§  28.  Die  Asymptoten  als  Koordinatenachsen  ....  166 
Die  Gleichung  der  Hyperbel  für  die  Asymptoten,  S.  166,  167. 
Die  Potenz  der  Hyperbel,  S.  167.  Die  Konstruktion  der  Hyperbel 
auf  Grund  der  Gleichung  xy  =  }c-,  S.  167.  Eine  Hyperbelsehne 
und  die  auf  derselben  Geraden  von  den  Asymptoten  ausgeschnittene 
Strecke  haben  dieselbe  Mitte,  S.  168.  Der  Berührungspunkt  einer 
Hyperbeltangente  ist  die  Mitte  der  auf  der  Tangente  von  den 
Asymptoten  ausgeschnittenen  Strecke,  S.  169.  Die  Gleichung  der 
Hyperbeltangente  in  einem  gegebenen  Punkte,  bezogen  auf  die 
Asymptoten,  S.  170,  sowie  der  Berührungssehne  der  von  einem 
äußeren  Punkte  an  die  Hyperbel  gelegten  Tangenten,  S.  170. 

§  29.  Die  Quadratur  der  Hyperbel 170 

Einteilung  einer  von  der  Hyperbel,  einer  Asymptote  und  zwei 
Parallelen  zur  andern  Asymptote  begrenzten  Fläche  durch  Abscissen, 
die   eine  geometrische  Reihe   bilden,   S.  171,  172.     Der  Grenzwert 

(1  4-       )     f"i"   eil  unendlich  wachsendes  co,  S.  173  Anm.    Berech- 
nung eines  Ilyperbelabschnitts,  S.  174. 

Achtes  Kapitel.     Die  Linien  zweiten  Grades. 

§  80.  Diskussion  der  all  gemeinen  Gleichung  der 
Linien  zweiten  Grades 176 

Drehung  des  Koordinatensystems,  sodaß  in  der  geänderten 
Gleichung  das  mit  xi/  multiplizierte  Glied  fehlt,  S.  177.  Die  De- 
terminante z/,  S.  178.  Die  Koeffizienten  der  Quadrate  der  Koor- 
dinaten in  der  geänderten  Gleichung,  S.  178. 

S  31.  Fortsetzung 179 

Ableitung  der  Mittelpunktsgleichung,  S.  179.  Die  Koordinaten 
u  und  V  des  Mittelpunktes,  S.  179.  Die  Determinanten  z/, ,  J^  und 
J),  S.  179,  180.  Unter  der  Bedingung  J)  =  0  zerfüllt  die  Kurve  in 
zwei  Gerade,  S.  180.  Ist  z/>0,  so  bedeutet  die  Gleichung  eine 
Ellipse,  die  reell  ist  oder  nicht,  je  nachdem  i>  <  0  oder  i>>>0, 
S.  181.     Ist  J<0,  so  crgilit  sich'eine  Hyperbel,  S.  182. 
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§  H-2.    SclllllL'. 182 

Der  Parabel  fall,  _/  =  0,  S.  182.  Ist  1)  =  0,  so  erhält  man 
zwei  parallele  tierade,  S.  183.  Richtung  der  Achsen,  Koordinaten 
des  Scheitels,  Parameter  der  Parabel,  S.  183, 184. 

§  33.  Übersicht  der  Resultate  und  Anwendung  auf 
schiefwinklige  Koordinaten 184 

Übersicht,  S.  185,  18().  Anwendung  auf  eine  Ellipse,  8.  186, 
Hyperbel,  S.  188,  Parabel,  S.  1S8.  Beim  tbergange  von  einem  recht- 
winkligen zu  einem  schiefwinkligen  Koordinatensysteme  sind  die 
neuen  Grüßen  J'  und  ])'  die  Produkte  aus  den  alten  und  aus  dem 
Quadrate  der  Änderungsdeterminante,  S.  190.  Bei  paralleler  Ver- 
schiebung bleiben  J  und  JJ  ungeändert,  S.  191. 

§  34.  Bestimmung  einer  Linie  zweiten  Grades  durch 
gegebene  Peripheriepuukte 191 

Zur  Bestimmung  einer  Kurve  zweiten  Grades  sind  im  all- 
gemeinen fünf  Peripheriepunkte  nötig  und  ausreichend,  S.  193. 
Zwei  Kegelschnitte  können  nicht  mehr  als  vier  Punkte  gemein 
haben,  S.  193.  Durch  vier  Punkte,  deren  keiner  im  Dreiecke  der 
drei  andei-n  liegt,  können  zwei  Parabeln  gelegt  werden,  S.  19.5,  196. 

§35.  Projektive  Strahlbüschel  und  Punktreihen     .    .      196 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen  eines  Büschels,  S.  198. 
Projektive  Büschel,  S.  198.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Strahlen  zweier  projektiven  Büschel  ist  ein  Kegelschnitt,  S.  198. 
Die  Punkte  eines  Kegelschuitts  werden  mit  irgend  zwei  Punkten 
des  Kegelschnitts  durch  entsprechende  Strahlen  zweier  pi'ojektiven 
Büschel  verbunden,  S.  199.  Die  Ergänzung  zweier  pi-ojektiven 
Büschel,  S.  199.  Projektive  Büschel  in  perspektiver  Lage,  S.  199, 
200.  Das  Doppelvei-hältnis  von  vier  Punkten  einer  Geraden,  S.  200. 
Projektive  Punktreihen,  S.  200.  Ein  Strahlbüschel  und  ein  gerad- 
liniger Querschnitt  sind  projektiv,  S.  200.  Einen  Kegelschnitt 
aus  fünf  Punkten  zu  zeichnen,  S.  201.  Die  Schnittpunkte  eines 
Kegelschnitts  und  einer  Geraden  zu  zeichnen,  S  201,  202.  Zwei 
kongruente  Büschel  von  gleichem  Drehungssiuu  erzeugen  einen 
Kreis,  S.  202.  In  einem  gegebenen  Punkte  eines  Kegelschnitts 
eine  Tangente  zu  zeichnen,  S.  202.  Der  Pascalsche  Satz,  S.  203, 
204.  Seine  Anwendung  zur  Konstruktion  eines  Kegelschnitts  aus 
fünf  Punkten,  S.  204. 

§  36.  Tangenten,  Pol  und  Polare  an  Kurven  zweiter 
Ordnung 204 

Die  quadratische  Gleichung  für  das  Verhältnis,  in  dem  eine 
Strecke  durch  einenKegelschuitt  geteilt  wird,  S.  205.  Die  abgeleiteten 
Funktionen  F^{xi/),  F^ixy),  t\(xy)  einer  Funktion  zweiten  Grades 
F(xy),  S.  205.  Die  Gleichung  der  Taugente  in  einem  gegebenen 
Kurvenpuukte ,  S.  206.  Harmonie  zweier  Punkte"" für  einen  Kegel- 
schnitt, S.  207.  Die  Gleichung  der  Polaren  eines  Punktes,  S.  207. 
Die  Polare  des  Mittelpunktes  ist  unendlich  fern,  S.  208.  F^  (xy)  =  0, 
F^{xy)  =  0,  F^{xy)  =  0  sind  die  Gleichungen  für  die  Polaren  der 
unendlich  fernen  Punkte  der  Koordinatenachsen  und  des  Null- 
punktes, S.  208.  Bewegt  sich  ein  Punkt  entlang  einer  Geraden,  so 
dreht   sich   seine  Polare   um  ihren  Pol,   S.  209.     Die  Polare   eines 


XVI  Inhalt. 

Seite 

Punktes  Pj  trifft  den  Kegelschnitt  in  den  Berührungspunkten  der 
von  Pj  ausgehenden  Tangenten,  S.  209.  Die  Polare  eines  Brenn- 
punktes ist  die  zugehörige  Leitlinie,  S.  209.  Die  Polare  jedes  Punktes 
einer  Leitlinie  steht  senkrecht  auf  dem  Brennstrahle  des  Punktes, 
S.  210;  das  zwischen  dem  Berührungspunkte  und  einer  Leitlinie 
enthaltene  Stück  einer  Ellipsentangente  wird  vom  zugehörigen 
Brenni^unkte  aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen,  S.  210. 
Zeichnung  der  Polaren  eines  Punktes  aus  fünf  Punkten  des  Kegel- 
schnitts, S.  210.  Von  einem  gegebenen  Punkte  aus  Tangenten  an 
einen  Kegelschnitt  zu  legen,  S.  211.  Den  Mittelpunkt  eines  Kegel- 
schnitts zu  finden,  S.  211.  Die  Asymptoten  eines  Kegelschnitts  zu 
finden,  S.  211,  212.   Durch  vier  Punkte  eine  Parabel  zu  legen,  S.  213. 

§  37.  Kegelschnitte  als  geometrische  Örter 214 

Der  Ort  der  Scheitel  aller  Dreiecke,  die  auf  einer  gegebenen 
Grundlinie  2»i  stehen,  imd  in  denen  die  Winkel  an  der  Grund- 
linie eine  gegebene  Differenz  8  haben,  S.  214.  Die  Bahn  der  Spitze 
eines  gegebenen  Dreiecks,  wenn  die  beiden  andern  Ecken  auf  den 
Schenkeln  eines  gegebenen  Winkels  fortrücken,  S.  216.  Die  Seiten 
AC  und  BC  eines  Dreiecks  ABC  werden  von  der  beweglichen 
Geraden  MN  in  den  Punkten  M  und  X  geschnitten;  welche  Linie 
beschreibt  der  auf  31 N  gelegene  Punkt  P,  wenn  die  Bewegung 
der  Geraden  so  vor  sich  geht,  daß  immer  JIP -.  PK  =  AM :  MC 
=  CN:NB  gilt?  S.  217,218.  Zusammensetzung  einer  quadra- 
tischen Funktion  der  Koordinaten  aus  Quadraten  und  Produkten 
linearer  Funktionen,  S.  221.  Der  Schrägabstand  eines  Punktes 
von  einer  Geraden,  S.  221.  Die  Gleichungen  n  T^  1\  —  a*  =  0,  S.  221; 
nT^—  nu-T^-  =  0,  S.  221,  222 ;  m^ -  T^^  +  m^^lj—  h-  =  0,  S.  222 ; 
m^-l\-  —  nT^T^  =  Q,  S.  222;  m^-T^"" —  nT^T]—p  =  0,  S.  223; 
Wi^Ti^  +  wij-Tg-  — «?3-Ts-  =  0,  S.  223;  nT^T»_=hm^T^,  S.  224; 
«1  T,  Ts  +  «2  Tg'i;  =  «3  Tj  Tg ,  S.  225 ;  n  T^  S^  —  m  T,  S^  =  0,  S.  225 ; 
{x  —  x^y-  +  (2/  —  2/i)-  —  n  Tj  T„  =  0,  S.  225,  226.  Eine  gleichseitige 
Hyperbel  ist  durch  vier  Punkte  eindeutig  bestimmt  S.  227.  Alle 
gleichseitigen  Hyperbeln,  die  einem  Dreiecke  umgeschrieben  sind, 
enthalten  auch  den  Höhenpunkt,  S.  228.  Der  Feuerbach  sehe  Kreis 
als  Ort  der  Mitten  der  einem  Dreiecke  umschriebenen  gleichseitigen 
Hyperbeln,  S.  229.  Für  jedes  Polarendreieck  eines  Kegelschnitts 
ist  die  Summe  der  Koeffizienten  der  Gleichung  dieselbe,  S.  229;  bei 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  diese  Summe  =0,  S.  229.  Die 
gleichseitige  Hyperbel,  die  die  Schenkel  des  Dreiecks  Tj  T»  Tg  in 
den  Enden  der  Grundseite  1\  berührt,  hat  die  Gleichung  cos 8 ■  T^- 
—  T^Ts=-  0,  wobei  8  der  Winkel  an  der  Spitze  ist,  S.  230. 

Netmtes  Kapitel.     Linien  höherer  Ordnung. 

§  38.  Bestimmung  einer  Kur  ve  >("""  Ordnung  d\irch  ge- 
gebene Punkte 231 

Eine  Kurve  «*"  Ordnung  ist  durch  4 »(«-(- 3)  Punkte  be- 
stimmt, S.  232.  Die  Gleichung  vierten  Grades  für  die  Ordinateu 
der  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte,  S.  233.  Zwei  Kegelschnitte 
haben  vier  Schnittpunkte,  S.  234.  Die  Gleichung  neunten  Grades 
für   die  Ordinaten    der  Schnittpunkte    zweier  Kurven   3.  Ordnung, 
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S.  2iii.  Zwei  Kurven  3.  Urdnnng  schneiden  sich  in  neun  Punkten, 
S.  234.  Haben  zwei  oder  mehr  Kurven  3.  Ordnunj^  gegebene  acht 
Punkte  genuMu,  so  enthalten  sie  auch  alle  noch  einen  neunten 
I'unkt,  der  durch  die  acht  gegebenen  Punkte  bestimmt  ist,  S.  235. 
Der  Pascalsche  Satz  als  Anwendung  dieses  Satzes,  S.  235. 

§  31).  Gleichungen  einiger  besonderen  Linien  dritter 
und  vierter  Ordnung 235 

Evoluten  und  Evolventen  im  allgemeinen,  S.  235,  236.  Die 
Parabelevolute  (N  eilsche  Parabel),  S.  236,  237.  Die  Fußpunktkurren, 
S.  23«.  Die  Cissoide  (Fußpunktkurve  der  Parabel),  S.  238.  Die 
Fußpunktkurve  einer  Ellipse  für  die  aus  dem  Mittelpunkte  gefällten 
Senkrechten,  S.  240.  Die  Fußpunktkurve  der  Hyperbel  für  die  aus 
dem  Mittelpunkte  gefällten  Senkrechten  S.  241.  Die  Lemniskate, 
S.  241.  Die  Lemniskate  als  einfacher  Fall  der  Cassinischen 
Linie,  S.  242. 

§  40.  Tangenten.  Weudep.unkte.  Doppelpunkte  und 
Doppelpunktstangenten 242 

Die  Gleichung  der  Tangente  der  Kurve  f(.i\  y)  ==  0  im  Punkte 
a-j^/j,  S.  242,  243;  Anwendung  auf  die  Neilsche  Parabel,  S.  243, 
244;  die  Cissoide,  S.  244  und  die  Lemniskate,  S.  244.  Wendepunkt 
und  Wendetangente,  S.  245;  Anwendung  auf  eine  besondere  kubische 
Parabel,  S.  245.  Die  Gleichimgen,  die  erfüllt  sein  müssen,  wenn 
eine  Kurve  einen  Doppelpunkt  haben  soll,  S.  246.  Eine  Kurve 
3.  Ordnung  hat  nicht  mehr  als  einen  Doppelpunkt,  S.  246.  Eine 
Kurve  4.  Ordnung  hat  höchstens  drei  Doppelpunkte,  S.  246;  diese 
können  nicht  auf  einer  Geraden  liegen,  S.  246.  Die  Doppelpunkts- 
tangenten, S.  246,  247.  Spitze  einer  Kurve,  S.  247.  Die  Neilsche 
Parabel  hat  eine  Spitze,  S.  247;  ebenso  die  Cissoide,  S.  247.  Die 
Lemniskate  hat  einen  Doppelpunkt,  den  Nullpunkt,  S.  247.  Die 
Doppelpunktstangenten  der  Lemniskate  halbieren  die  Winkel  der 
Achsen,  S.  247,  248.  Ein  Beispiel  für  eine  Kurve  3.  Ordnung  mit 
einem  eigentlichen  Doppelpunkte,  S.  248. 

Zehntes  Kapitel.     Transeendente  Linien. 

§  41.  Die  transcendenten  Linien  im  allgemeinen    .    .      249 
Transcendent  sind  Linien,   bei  denen  die  Ordinate  keine  al- 
gebraische Funktion  der  Abscisse  ist,  S.  249.     Die  logarithmische 
Linie,  S.  250,  251,  252.     Die  gemeine  Kettenlinie,  S.  253. 

§  42.  Die  Spirallinien      253 

Allgemeiner  Begriif,  S.  253,  254.  Die  Spirale  des  Archimedes, 
S.  255.  Die  parabolische  Spirale,  S.  256.  Die  hyperbolische  Spirale, 
S.  257.     Die  logarithmische  Spirale,  S.  258. 

§43.  Die  Rollkurven        260 

Begriff  der  Rollkurven  oder  Rouletten,  S.  260.  Die  gemeine 
Cykloide,  S.  261;  ihre  Tangenten  und  Normalen,  S.  262,  263;  die 
gedehnte  und  die  verkürzte  Cykloide,  S.  263.  Die  Epicykloide, 
S.  263.  Algebraische  Epicykloiden,  S  2-4.  Die  Cardioide,  S.  265. 
Die  Hy^DOcykloide ,  S.  265.  Algebraische  Hypocykloiden,  S.  266. 
Übergang  der  Hypocykloide  in  den  Durchmesser  des  festen  Kreises. 
S.  266.     Die  Kreisevolvente,  als  Rolllinie  aufgefaßt,  S.  267,  268. 
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Das  Gebiet  der  niederen  Geometrie  beschränkt  sich  auf  die 
Untersuchung  der  Eigenschaften  derjenigen  räumlichen  Gestalten, 
welche  mit  Benutzung  des  Lineals  und  Zirkels  darstellbar  sind, 
d.  i.  der  geradlinigen  Gebilde  und  des  Kreises,  sowie  derjenigen 
Flächen  und  Körper,  deren  Entstehung  in  einfacher  Weise  auf 
diese  beiden  Grundformen  zurückgeführt  werden  kann.  Ihre  Me- 
thode geht  dabei  im  wesentlichen  von  der  Anschauung  aus,  und 
wenn  sie  sich  zu  ihren  Untersuchungen  auch  der  reichen  Hilfs- 
mittel der  Algebra  bedient,  so  geschieht  dies  doch  nur  zu  dem 
Zwecke,  um  die  Formen  von  Größenbeziehungen,  welche  ur- 
sprünglich der  geometrischen  Konstruktion  entnommen  wurden, 
umzubilden  und  dadurch  zu  Lehrsätzen  oder  zur  Lösung  von  Auf- 
gaben zu  gelangen.  Dieser  Art  von  Anwendung  der  Arithmetik 
auf  die  Raumlehre  gehört  die  sogenannte  rechnende  Geometrie 
und  die  gewöhnlich  als  besonderer  Teil  davon  getrennte  Trigono- 
metrie an. 

Bei  jeder  solchen  Benutzung  der  Zahlenlehre  zu  geometrischen 
Untersuchungen  ist  die  Möglichkeit  vorausgesetzt,  daß  man  die 
Zahlen  ebenso,  wie  der  Raum  an  keiner  Stelle  unterbrochen  er- 
scheint, als  stetig  veränderlich  auffassen  kann.  Die  Enveiter- 
ungen,  welche  die  Zahlenreihe  durch  die  Operationen  der  allge- 
meinen Zahlenlehre  erlangt,  geben  hierzu  die  Mittel  an  die  Hand. 
Während  nämlich  die  Weite  der  Sprünge,  welche  beim  Über- 
gange von  einer  Zahl  zu  ihrer  nächstfolgenden  oder  nächstvorher- 
gehenden stattfinden  müssen,  durch  die  Einschiebung  der  gebro- 
chenen Zahlen  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  gewährt  die 
Einführung  der  Irrationalzahlen  die  Möglichkeit,  die  auch  hierbei 
noch  bleibenden  Lücken  auszufüllen;  mittels   der  negativen  Zahlen 
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wird  aber  die  anfänglich  vorhandene  einseitige  Begrenzung  auf- 
gehoben. Durch  diese  Erweitei-ungen  wird  die  Reihe  dei-  auf- 
einander folgenden  Zahlen  mit  einer  nach  beiden  Seiten  unbe- 
grenzten geraden  Linie  vergleichbar;  der  Übergang  von  einem 
Punkte  dieser  Geraden  zu  einem  andern  mit  Durchlaufung  aller 
möglichen  Zwischenpunkte  läßt  sich  durch  den  Übergang  von 
einer  Zahl  zu  einer  andern  darstellen. 

Diese  durch  die  stetige  Veränderlichkeit  der  Zahlen  erlangte 
Analogie  zwischen  den  Zahl-  und  Raunigrößen  ist  für  die  Ent- 
wickelung  der  geometrischen  Wissenschaft  von  der  größten  Wich- 
tigkeit geworden.  Griechische  Mathematiker  der  nachplatonischen 
Zeit  hatten  bereits  ein  wertvolles  Hilfsmittel  zur  Erkenntnis  der 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  darin  gefunden,  eine  Gleichung 
zwischen  zwei  veränderlichen  Strecken  geometrisch  zu  deuten. 
Aber  erst  mußte  vor  zwölf  Jahrhunderten  im  Morgenlande  unsere 
heutige  Art  der  Zahlbezeichnung  durch  zehn  Zeichen  und  den 
Stellenwert,  —  und  vor  drei  Jahrhunderten  im  Abendlande  die  Buch- 
stabenrechnung erfunden  werden,  ehe  der  so  fruchtbare  Gedanke 
der  griechischen  Geometer  sich  zu  zu  voller,  reicher  Blüte  entfalten 
konnte. 

Die  von  den  Alten  überlieferten  Anfänge,  wie  die  in  gleicher 
Richtung  sich  bewegenden  geometrischen  Arbeiten  seiner  unmittel- 
baren Vorgänger  und  Zeitgenossen  zu  einer  wissenschaftlichen  Ein- 
heit zusammengefaßt  zu  haben,  ist  das  Verdienst  des  großen 
Descartes  (1596 — 1650),  der  durch  sein  im  Jahre  1637  unter 
dem  einfachen  Titel:  „Geometrie"  erschienenes  Werk  den  Grund 
zu  einer  neuen  Wissenschaft,  der  analytischen  Geometrie, 
legte,  durch  welche  die  Raumlehre  eine  völlige  Umgestaltung  und 
grenzenlose  Bereicherung  erfahren  hat. 

Die  Lehre  von  den  Gleichungen  zwischen  veränderlichen  Zahlen 
wird  in  ihr  zu  einer  unerschöpflichen  Bildungsquelle  räumlicher 
Gestalten;  zugleich  gewährt  sie  aber  auch  die  Mittel,  durch  neue, 
rein  algebraische  Untersuchungsmethoden  die  Eigenschaften  dieser 
Gebilde  zu  entdecken. 

Während  dieser  Zweig  der  Geometrie  durch  Descartes  auf 
Betrachtung  der  Linien  in  der  Ebene  beschränkt  blieb,  so  erlangte 
er  durch  die  Nachfolger  desselben  bald  eine  wesentliche  Erwei- 
terung, indem  er  sich  auch  des  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnten 
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Wauiiics  heiuiiclitii^tc.  l*;ir<Mit  (  IGGd — ITlGj  weridcto  zuerst  drei 
verüiulerliche  Zahlen  nii,  imi  eine  krumme  Obei-fläche  durch  eine 
Gleichung  auszudrücken;  namentlich  aber  erhielt  diese  erweiterte 
Anwendung  der  analytischen  (ieonietrie  ihre  vollständige  Entwickel- 
ung  durch  Clairaut  (1713 — ITC);'))  in  einem  Werke  über  die 
Linien  doppelter  Krümmung  und  die  krummen  Oberflächen.  Seit- 
dem hat  eine  große  Zahl  der  vorzüglichsten  Mathematiker  sich 
die  Fortbildung  der  neuen  Disziplin  zur  Aufgabe  gemacht. 

Ihrem  historischen  Entwickelungsgange  getreu  zei'fällt  die  ana- 
lytische Geometrie,  in  Übereinstimmung  mit  der  Einteilung  der 
niederen  Geometrie  in  Planimetrie  und  Stereometrie,  in  zwei  Haupt- 
teile: die  analytische  (Jeometrie  der  El)ene  und  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes.  Die  erstere  benutzt  die 
Lehre  von  den  verändei'lichen  Zahlen  zur  Untersuchung  der  Linien 
in  der  Ebene,  die  letztere  beschäftigt  sich  mit  den  Linien  im 
Räume  und  den  Flächen. 

Die  analytische  Geometrie  der  Ebene,  die  hier  zunächst  unsere 
Aufgabe  bilden  soll,  hat  ihren  Ausgang  zu  nehmen  von  den  Me- 
thoden, mittels  deren  die  Lage  eines  Punktes  der  Ebene  in  der 
Bezeichnungsweise  dieser  Wissenschaft  ausgedrückt  wird. 


Erstes  Kapitel. 

Die  Punkte  in   der  Ebene. 

i^  ] .    Punkte  in  einer  Geraden.     Rechtwinkliges 
Koordinatensystem. 

In  einer  im  Punkte  A  einseitig  begrenzten  geraden  Linie  ( einem 
Strahl)  AX  (Fig.  l)  Avird  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  P  duix-h 
die   Strecke   AP,   d.  i.    durch   seinen   Abstand   vom  Anfangspunkte 

vollständig    bestimmt.      Die    Beschrän- 

Fig.  1.  '^ 

kung,  hierbei  die  Linie  in  A  begrenzt 
' '■ — A  anzunehmen,  scheint  deshalb  notwen- 
dig, weil  außei'dem  derselbe  Abstand 
zweien  zu  beiden  Seiten  von  A  gelegenen  Punkten  zukommen 
würde.  AVir  gelangen  jedoch  dahin,  diese  vorläutige  Einschrän- 
kung zu  beseitigen,  wenn  wir  einen  neuen  Punkt  A^  zum  Aus- 
gangspunkt für  die  Messung  der  Abstände  Avählen  luid  den  Be- 
ziehungen, durch  Avelche  die  frühere  und  jetzige  Entfeniung  des 
Pmiktes  P  vom  Anfange  der  Messung  aneinander  geknüpft  sind, 
allgemeine  Geltung  zuschreiben.  Setzen  wir  nämlich  AP  =  .r. 
A^P  =  a^j   und   AA^  =  a.  so  folgt: 

1)  X  =  Xi  -\-  (I 

inid 

2)  x^  =  X  —  ü. 

Die  letztere  und  somit  auch  die  erste  Gleichung  findet  aber 
füi-  jede  beliebige  Lage  des  Punktes  P  Anwendung,  Avenn  man  füi- 
solche  Punkte,  bei  denen  x -C  a  ist,  den  Wert  von  x^  negativ  in 
Rechnung  bringt.  Haben  daher  z.  B.  P  und  P'  gleiche  Abstände 
von  -4j,  so  kommen  den  von  A^  aus  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung verlaufenden  Strecken  A^P  und  A^P'  gleiche,  aber  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  versehene  Zahlwerte  zu. 
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Sowie  wir  in  der  obigen  Figur  von  einem  links  gelegenen 
Punkte  A  der  Linie  AX  ausgingen,  konnten  wir  uns  auch  dieselbe 
(Jerade  antanglieli  nach  rechts  begrenzt  vorstellen  und  ganz  wie 
vorher  von  ihrem  Endpunkte  nach  A^  übergehen.  Wir  gelangen 
hierdurch  ohne  Schwierigkeit  zu  ganz  entsprechenden  üeziehungen, 
gewinnen  aber  zugleich  die  Überzeugung,  daß  es  lediglich  Sache 
eines  vorläutigen  Übereinkoniineus  ist,  auf  welcher  Seite  vom  be- 
liebig gewählten  Anfangspunkte  aus  die  P^ntfernuugen  aller  übrigen 
Punkte  derselben  (ieraden  als  positiv  oder  negativ  in  Rechnung 
zu  ziehen  sind. 

Werden  die  in  l)  und  J)  gewonnenen  Gleichungen  in  der  Form 

X  =  x^  +  (-j-  fl)  «nd  ./'j  =  a'  +  ( —  a) 

geschrieben,  so  erhalten  beide  eine  gemeinschaftliche  Schreibweise 
und  zeigen,  wie  man  von  den  Entfernungen,  welche  einem  anfäng- 
lich gewählten  Anfangspunkte  zugehöreu,  zu  den  auf  einen  neuen 
Anfang  bezogenen  übergeht.  Beachtet  man  hierbei,  daß  in  Über- 
einstimmung mit  dem  Vorigen  zu  entgegengesetzten  Verschiebungen 
des  Anfangspunktes  entgegengesetzte  Vorzeichen  gehören,  so 
kann  die  Formel  l)  als  Inbegriff  beider  Gleichungen  angesehen 
werden. 

Wir  gelangen  nach  diesen  Vorbetrachtungen  zu  der  Bestinuuuug 
der  Lage  eines  an  beliebiger  Stelle  in  einer  gegebenen  Ebene  ge- 
legenen Punktes,  wenn  wir  zunächst  eine  gerade  Linie  als  seinen 
geometrischen  Ort  fixieren  und  in  dieser  seinen  Abstand  von  einem 
festen  Anfangspunkte  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  seien  X' X 
und  y'Y  (Fig.  2)  zwei  der  Lage 
nach  gegebene,  aufeinander  senk- 
rechte und  im  Punkte  0  sich  schnei- 
dende   Gerade    derjenigen    Ebene, 

in  welcher  die  Lage  eines  Punktes 

Y- 

Pj  bestimmt    werden    soll.     Zieht     -^ 

man  von  P^  die  Gerade  P^X  senk- 
recht auf  r'l',  also  parallel  mit 
X'X,  so  wird  durch  die  Strecke 
XP^  =  02L  der   Abstand   der  zu 


Fig. 


N 


M' 


M 


^ 


N 


-X 


V 


Y'Y    parallelen     Geraden,    in    welcher  P^    gelegen    ist,     von    der 
Linie    Y'  Y  gemessen.     Wählt  man  hierauf  in  P^  P^   den   Punkt  Jf 


6  Erstes  Kapitel.    Die  Punkte  in  der  Ebene. 

als  Ausgang  für  die  Me.S8ung  der  Entfernung  aller  übrigen  Punkte, 
so  ist  in  dieser  Geraden  durch  die  Strecke  il/Pj  ^  ON  die  Lage 
von  1\  vollständig  bestimmt.  Dasselbe  Resultat,  nämlich  die  Ab- 
hängigkeit der  Lage  des  Punktes  1\  von  den  Entfernungen  yPy 
und  MP-y^  A\ard  gewonnen,  Avenn  wir  anfänglich  durch  21 1\  die 
Lage  der  Geraden  P,  A  fixieren  und  in  ihr  X  als  Anfangspunkt 
der   Strecke  IsP^   wählen. 

Passen  wir  das  Vorhergehende  zusammen,  so  kommt  es  im 
wesentlichen  darauf  hinaus,  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene 
durch  seine  senkrechten  Abstände  von  zwei  in  dieser  Ebene  ge- 
legenen, aufeinander  senkrechten  Geraden  zu  bestimmen.  Durch 
diese  beiden  festen  Linien,  auf  welche  die  Lage  aller  anderen 
Punkte  der  Ebene  bezogen  werden  soll,  wird  dieselbe  in  vier 
Felder,  die  Winkel  XOT,  YOX\  X'OY'  und  Y'OX  zerlegt.  Li- 
sofern  nun  jedesmal  ein  Punkt  in  jedem  dieser  Felder  dieselben 
Entfernungen  von  X'X  luid  Y'Y  besitzt,  geht  die  bei  Punkten 
in  einer  Geraden  bereits  vorhandene  Unbestimmtheit  in  eine  Yier- 
deutigkeit  über,  der  wir  tms  jedoch,  ^vie  dort,  entziehen,  Avenn  wir 
die  entgegengesetzte  Eichtung  der  Abstände  durch  einen  Wechsel 
des  Vorzeichens  ausdrücken.  Da  es  hierbei  nur  Sache  eines  vor- 
gängigen Übereinkommens  ist,  wohin  man  die  positiven  und  wohin 
die  negativen  Strecken  zu  verlegen  hat,  so  soll  ein  für  allemal 
die  Bestimmung  getroflen  werden,  daß,  wo  nichts  anderes  beson- 
ders festgesetzt  wird,  die  Abstände  nach  der  rechten  Seite  von 
Y'Y  aus  und  nach  oben  von  X'X  als  positive,  die  entgegengesetzt 
gelegenen  dagegen  negativ  in  Rechnung  gebracht  Averden.  Haben 
daher  z.  B.  in  Fig.  2  die  Punkte  P^,  Po,  P3,  P^  die  der  Größe 
nach  gleichen  Abstände  XP^  =  XP.^  =  X'P^  =  X'P^  =  a  imd  J/Pj 
=  M  P.2  =  J/'Pg  =  ÜTPj^  =  h^  so  ist  nach  unserem  Übereinkommen 
die  Entfernung  des  Punktes 

Pj   von   der   Geraden   Y'Y=^(i,   von   der   Geraden  A'A  = -f  ^, 

-^  1'  ;i  55  55  f1  ^^  ^5  5;  55  "5  15  ^^^  I  "j 
"•i  55  55  55  55  "^^  ''?  5!  75  55  55  ^^  ^> 
"i  55      55  5-  55     "^   1   ''•    ,1      ■,',  ■•  ,i     =  l>' 

Die  beiden  Linien  X'X  und  1"  1'.  von  denen  die  Lage  aller 
Punkte  der  Ebene  abhängig  gemacht  ist,  hab^n  die  Namen  Koor- 
dinatenachsen erhalten  und  bilden  zusammengenommen  ein  recht- 


§  1.    Kcclitwinkliges  Koordinatensystem.  7 

winkliges  Koordiuateutiystem.  Der  Durclischnitlspunkt  O  tülirt 
die  Benennuntj  Anfangspunkt  oder  Ursprung  der  Koordinaten, 
oder  auch  Nullpunkt  des  Koordinatensystems;  die  Strecken  31 P 
und  yP  woi'den  die  Koordinaten  des  Punktes  P  genannt.  Um 
die  beiden  Koordinaten,  sowie  die  zugehörigen  Achsen  auseinander 
zu  halten,  werden  wir  die  mit  der  Achse  X' X  parallele  Koor- 
dinate mit  .*■,  die  zu  Y'  Y  parallele  mit  i/  bezeichnen  und  sie  ent- 
sprechend ihrer  Bezeichnung  die  ;r-  und  die  _7/-Koordinate  nennen; 
von  den  Achsen  selbst  soll  X' X  mit  dem  Namen  ii-Achse  oder 
Achse  der  a',  Y' Y  mit  dem  Namen  ^-Achse  oder  Achse  der  y 
belegt  werden.  Nach  dem  Obigen  ist  daher  für  den  Punkt  P^  die 
ic-Koordinate  ./•  =  -f  a  und  die  //-Koordinate  y  =  -\-  h,  für  P,  aber 
X  =  —  a,  y  =  -j-  t  u.  s.  f. 

Insofern  in  Fig.  2  KP^  =  OM  ist,  muß  es  auch  ausreichen, 
zur  Bestimmung  der  Lage  von  P^  nur  die  y-Koordinate  J/P^  zu 
konstruieren  und  die  auf  der  ,r- Achse  abgeschnittene  Strecke  031 
als  die  zugehörige  a;-Koordinate  zu  betrachten.  Bei  dieser  zur 
Abkürzung  des  Verfahrens  gebräuchlichen  Konstruktion  führt  die 
auf  der  ^- Achse  abgeschnittene  Koordinate  den  Namen  Abscisse, 
das  entsprechende  y  den  Namen  Ordinate  des  Punktes  P^.  Beide 
Benennungen  lassen  sich  dann  auch  auf  die  Achsen  übertragen,  so- 
daß  die  ;<,•- Achse  den  Namen  Abscissen-  und  die  ^/- Achse  den 
Namen  Ordinatenachse  erhält.  Mit  demselben  Rechte  kann  aller- 
dings auch  die  ic-Koordinate  NP.^  direkt  als  Ordinate  konstruiert 
und  das  zugehörige  y  als  Abscisse  ON  auf  der  «/-Achse  abge- 
schnitten werden;  man  entgeht  jedoch  dieser  Unbestimmtheit,  wenn 
man  im  letzteren  Falle  auch  die  Bezeichnxmg  der  Achsen  ver- 
wechselt. 

Die  zuletzt  mitgeteilten  abgekürzten  Konstruktionen  gewinnen 
besonders  dann  eine  nutzbare  Anwendung,  wenn  in  einer  gegebenen 
Bildebene  ein  bestimmter  Punkt  mittels  seiner  Koordinaten  auf- 
getragen werden  soll.  Aus  dem  Früheren  erhellt,  daß  diese  Auf- 
gabe niu*  eine  Lösung  haben  kann,  wenn  das  Koordinatensystem 
und  die  zur  Abmessung  der  geradlinigen  Strecken  dienende  Längen- 
einheit festgelegt  sind. 

Wird  zur  Darstellung  eines  Punktes  nur  eine  seiner  beiden 
Koordinaten  gegeben,  so  genügt  der  gestellten  Aufgabe  jeder  Pvmkt 
derjenigen    Geraden,    welche    in    einem    der    gegebenen  Koordinate 
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gleichen  Abstände  parallel  zur  anderen  Achse  gelegt  werden  kann*». 
Die  r41eichung 

3)  X  =  a 

umfaßt  also  die  Lagen  aller  Punkte  einer  in  der  Entfernung  a  zur 
?/-Achse  gezogenen  Parallelen,  während  die  Gleichung 

einer  Parallelen  zur  ;r-Achse  angehört.  In  gleicher  Weise  be- 
ziehen sich  die  Formeln 

5)  o:  =  0  und   ij  =  0 

auf  alle  in  den  beiden  Koordinatenachsen  gelegenen  Punkte,  und 
zwar  die  erstere  auf  die  y-,  die  letztere  auf  die  ./-Achse.  Durch 
das  Zusaiumentreifen  der  beiden  letzten  Gleichungen  wird  der 
Koordinatenanfang  bestimmt. 

Die  Gleichungen  3)  bis  5)  stellen  einen  ersten  Fall  dar,  in 
welchem  durch  eine  Gleichung  der  Lauf  einer  Linie  bestimmt  ist. 
Eine  Gleichung,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt,  führt  den  Namen: 
Gleichung  der  Linie.  In  Nr.  3)  ist  daher  die  Gleichung  einer 
Parallelen  zur  ^//-Achse,  in  4)  die  einer  Parallelen  zur  .r-Achse 
enthalten;  Nr.  5)  umfaßt  die  Gleichungen  der  beiden  Koordinaten- 
achsen. —  Da  zur  Bestimmung  eines  Punktes  zwei  Gleichungen 
der  unter  Ni'.  3)  und  4  enthaltenen  Formen  notwendig  sind,  so  zeigt 
sich,  daß  die  angewendete  Bestimmungsmethode  im  wesentlichen 
darin  besteht,  jeden  Punkt  in  der  Ebene  des  Koordinatensystems 
als  Durchschnittspunkt  zweier  geraden  Linien  zu  fixieren. 

i^  '2.    Schiefwinkliges  Koordinatensystem.     Polarkoordinaten. 

Dieselben  Beziehungen,  welche  im  vorigen  Paragraphen  für 
die  Lage  eines  Punktes  gegen  ein  rechtwinkliges  Kooi'dinatensjstem 
aufgestellt  wui-den,  finden  auch  für  zwei  einen  beliebigen  schiefen 
Winkel  einschließende  Koordinatenachsen  Anwendung,  wenn  man 
nur  die  Koordinaten  des  Punktes  nicht  mehr  in  senkrechter  Rich- 
tung,  sondern  in  einer  zu  den  Achsen  parallelen  Lage  mißt.    Fig.  2 


*  Durch  die  nötige  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen  der  Koordinaten 
werden  hierbei  die  beiden  in  gleichem  Ab.stande  von  einer  Geraden  ge- 
legenen Parallelen  unterschieden. 


§  2.    Scliiol'wiiiklif^rcs   Koonlinatensystoni.    I'ol;irk()or(liiiat<'ii.  I> 

geht  hierbei  in  Fig.  .'5   über,  ;ui   wek-liei-  alh-   auf  die   orstere  Figur 
bezüglicheu   Betrachtungen   wiederholt   werden   kiinnen.  —  Der  von 
den    positiven  Achsonseiten    ein- 
geschlossene zwischen  0  und  ISO''  '  «•  ■■ 
gelegene  Winkel  XO  T  führt  hier 
den   Namen   Koordinatenwin- 
kel, das  System  selbst  heißt  ein 
s  c  h  i  e  f w  i  n  k  1  i  g  e  s    Koordinaten- 
system.   Alle  übrigen  Benennun- 
gen   werden  vom  i'echtwinkligen 
System   übertragen.     Die    recht- 
winkligen   und    schiefwinkligen    Koordinaten     lassen     sich     in     den 
Namen   Parallelkoordinat eu   zusammenfassen. 

Die  Auwendimg  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  führt 
gi-oßenteils  zu  einfacheren  Rechnungen,  als  die  Wahl  eines  schief- 
winkligen, doch  gibt  es  aiich  Fülle,  bei  denen  durch  letzteres  eine 
Vereinfachung  erlangt  wird.  Vorläufig  beschränken  vnr  uns  auf 
eine  Untersuchung,  welche  unabhängig  vom  Koox'dinatenwinkel  für 
beide  Arten  von  Parallelkoordinaten  Geltung  hat. 

Wird  die  ?/-Achse  eines  Parallelkoordinatensystems  parallel  zu 
sich  selbst  um  eine  auf  der  .■r-Achse  gemessene  Strecke  a  ver- 
schoben, so  verkleinern  sich  liierdureh  die  Abscissen  um  diese 
Größe  a,  wenn  die  Verschiebung  nach  der  Seite  der  positiven  ./• 
vor  sich  geht;  sie  nehmen  dagegen  um  dieselbe  Strecke  zu,  sobald 
die  Verschiebung  im  entgegengesetzten  Sinne  stattfindet.  Bezeichnen 
wir  mit  x  die  auf  die  anfängliche  ly- Achse  bezogene  Abscisse 
eines  beliebigen  Punktes,  dagegen  mit  x^  die  entsprechende  Ent- 
fernung desselben  Punktes  von  der  neuen  Achse,  so  lassen  sich 
beide  Fälle  in  der  Formel 

l)  j?  =  Ä"^  +  a 

zusammenfassen,  wenn  nur  ein  nach  der  Seite  der  negativen  x 
liegendes  a  auch  als  negative  Abscisse  in  Rechnung  gezogen  wird. 
Die  Analogie  mit  der  im  §  1  besprochenen  Verschiebung  des  An- 
fangspunktes für  Messung  der  Abstände  von  Punkten  in  einer  Ge- 
raden enthält  hierfüi-  den  Beweis.  —  Wird  ferner  die  a;-Achse  um 
eine  auf  der  ^- Achse  gemessene  Strecke  b  parallel  zu  sich  selbst 
verschoben  und  bezeichnet  man  dabei  mit  y  und  ^^   die  urspi-üng- 
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liehen    und   neuen    Ordinaten    eines  Punktes    der  Koordinatenebene, 
so   ergibt  sieb  in  gleicher  Weise,  wie  vorhin,  das  Resultat; 

2)  2/  =  ?A  +  &- 

Insofern  a  und  h  die  nach  der  Richtung  der  x  und  y  ge- 
messenen Verschiebungen  beider  Achsen  bezeichnen,  stellen  sie  zu- 
gleich die  Verschiebungen  des  den  Achsen  gemeinschaftlichen  Punktes 
dar,  oder  bilden  mit  anderen  Worten  die  Koordinaten  des  neuen 
Anfangspunktes.  Bestätigt  Avird  dieses  Resultat,  wenn  man  in  l) 
und  2)  nach  Anleitung  von  5j  in  §  1  für  den  neuen  Koordinaten- 
anfang a'j  =  0  und  y^  =  0  setzt.  Der  Inhalt  der  Fonneln  l)  und 
2)  läßt  sich  hiernach  zu  der  Regel  zusammenfassen,  daß  bei  pa- 
ralleler Achsenverschiebung  jede  der  beiden  ursprän glichen  Koor- 
dinaten eines  Punktes  ausgedmckt  wird  durch  die  algebraische 
Summe  aus  der  entsprechenden  neuen  Koordinate  desselben  Punktes 
und  der  des  neuen  Anfanges. 

Zu  einer  von  dem  Vorigen  wesentlich  vei'schiedenen  Methode, 
die  Lage  eines  Punktes  in  einer  Ebene  zu  bestimmen,  gelangt  man 
durch  Vertauschung  der  parallel  mit  sich  selbst  verschiebbaren 
Linie,  welche  bei  Anwendung  der  Parallelkoordinaten  alle  Punkte 
der  Ebene  in  sich  aufnehmen  muß,  mit  einer  um  einen  festen 
Punkt  drehbaren  Geraden.  Dies  geschieht  in  den  sogenannten 
Polarkoordinaten,  welche  die  Lage  eines  jeden  Punktes  der 
Koordinatenebene  durch  seinen  Abstand  von  einem  festen  Punkte 
—  dem  Pol  —  und  den  Winkel  ausdrücken,  den  seine  gerad- 
linigfe  Entfei-nunff  vom  Pole  mit  einer  festen  durch  den  Pol  ae- 
legten  Achse  (eiueni  vom  Pol  ausgehenden  Strahl)  einschließt. 
Stellt  nämlich  OX  in  Fig.  4  die  Achse  des  Polarkoordinatensystems. 

dar.    die    wir    uns    im    Pole   0    be- 

Fig.  4. 

grenzt,  nach  AI  zu  aber  unbeg)-enzt 
vorzustellen  haben,  so  A^ird  die  Lage 
des  Piinktes  P  dureh  den  Abstand 
OV  —  seinen  Radiusvektor  oder 
Polabstand  —  bestimmt,  wenn 
außerdem  der  Winkel  XdP  ge- 
geben ist,  den  dieser  Polabstand  mit  der  Achse  bildet,  nebst  der 
Drehlichtung,  in  welcher  dieser  Winkel  gemessen  werden  soll. 
Wii-    wollen    den    Polabstand    OP  mit   r   und   den   Winkel    XOP. 
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welthei"  die  A  noiiialic,  die  Amplitude  oder  auch  der  Pol- 
winkel geniuint  wird,  mit  qp  bozeichueii;  r  und  qp  liildeu  dann 
die  Polai'koordinaten  des  Punktes  P. 

Ijiiüt  man  den  AVinkel  q)  immer  in  derselben  Drehrichtung 
von  OX  ans  von  (»  bis  360^  wachsen,  so  geht  der  bewegliche 
Strahl  01\  der  hierbei  von  0  nach  F  hin  unbegi-enzt  angenommen 
werden  muß,  durch  alle  Punkte  der  Ebene  hindurch,  ohne  daß 
er  rückwärts  über  0  hinaus  vei'lüngert  zu  werden  braucht.  Haben 
also  z.  B.  die  in  eine  Gerade  zusammenfallenden  Strecken  OP  und 
OP'  dieselbe  Größe,  so  kommen  den  Punkten  P  und  P'  gleiche 
"Werte  von  r  zu,  während  der  Polwinkel  von  I''  um  180**  größer 
ist,  als  der  des  Punktes  J'.  Solange  es  daher  nur  gilt,  die  Lage 
aller  Punkte  der  Ebene  durch  Polarkoordinaten  zu  bestimmen, 
können  negative  Leitstrahlen  ebensowohl  ausgeschlossen  werden, 
als  Polwinkel  außerhalb  der  Grenzen  0  bis  360**.  Sollen  dagegen 
alle  möglichen  Werte  von  r  und  qp,  wie  sie  sich  z.  B.  als  Wurzeln 
einer  Gleichung  ergeben  können,  geometrisch  gedeutet  werden,  so 
ist  es  auch  nötig,  negative  Werte  von  r  und  qp,  sowie  Winkel 
zuzulassen,  die  eine  volle  Umdrehung  überschreiten.  Negative 
Leitstrahlen  sind  hierbei  in  Übereinstimmung  mit  den  bei  den 
Parallelkoordinaten  getroffenen  Bestimmungen  als  entgegengesetzt 
gelichtete  Strecken  zu  deuten;  negative  Polwinkel  entsprechen 
einer  entgegengesetzten  Drehlichtung;  Winkelwerte  endlieh,  welche 
über  eine  Umdrehung  hinausgehen,  werden  durch  die  Bemerkimg 
erledigt,  daß,  wenn  man  einen  Winkelschenkel  festhält  und  dem 
andern  eine  volle  Umdrehung,  sei  es  nach  der  einen  oder  andern 
Seite,  gibt,  dadurch  immer  die  ursprüngliche  Schenkellage  wieder 
hergestellt  wird. 

Zwischen  den  Polar-  und  den  rechtwinkligen  Koordinaten  eines 
Punktes  finden  sehr  einfache  Beziehungen  statt,  wenn  man  den  Pol 
mit  dem  Koordinatenanfange  des  rechtwinkligen  Systems  und  die 
Achse  der  Polarkoordinaten  mit  der  positiven  Seite  der  ä'- Achse 
zusammenfallen  läßt,  wobei  die  Größe  des  Winkels  cp  in  der  Dreh- 
richtung von  OX  aus  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  wachsen 
soll.  Aus  Fig.  4,  worin  unter  den  gegebenen  Bedingungen  OJI 
und  MP  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  P  darstellen, 
ergibt  sich  dann  unmittelbar: 

3)  X  =  r  cos  qp ,         ^  =  '■  sin  gp . 
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Die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Beziehungen  zeigt  sich,  so- 
bald man  in  Fig.  2  die  Polabstände  der  vier  Punkte  P^,  P,,  P^, 
Pj  konstruiert,  wobei,  Avenn  der  Polwinkel  von  P^  mit  u  bezeichnet 
wii-d,  die  Polwinkel  der  drei  übrigen  Punkte  die  Werte  180''  —  «, 
180**  +  a  und  360^  —  a  erhalten.  Beschränkt  man  sich  zunächst 
auf  absolute  r  und  Werte  von  cp  zwischen  den  Grenzen  0  und  360", 
so  bleiben  hierbei  r  und  die  absoluten  Werte  von  x  und  y  un- 
geändert,  während  die  früher  angegebenen  verschiedenen  Vorzeichen 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  der  vier  mit  P  bezeichneten  Punkte 
aus  den  Vorzeichen  der  Sinus  und  Kosinus  ebenfalls  richtig  her\-or- 
gehen;  es  bleibt  also  auch  die  Richtigkeit  der  obigen  Formeln 
bestehen.  Werden  nun  negative  Werte  von  r  aufgenommen,  so 
führen  die  Koordinatonbezeichnungen  —  r  und  cp,  sowie  +  r  und 
180"  +  9)  zu  derselben  Lage  eines  Punktes;  die  Vertauschung 
dieser  beiderseitigen  Werte  ist  aber  ohne  Einfluß  auf  die  Richtig- 
keit der  Gleichungen  3),  weil  dabei  beide  Faktoren  der  rechten 
Teile  derselben  gleichzeitig  ihre  Vorzeichen  ändern.  Was  endlich 
negative  Werte  des  Winkels  (p  betrifft,  sowie  solche  Werte,  welche 
360*^  überschreiten,  so  lassen  sich  dieselben  durch  Hinzu-  und  Hin- 
wegnehmen einer  ganzen  Anzahl  von  Umdrehungen  immer  auf 
Winkel  zurückführen,  welche  zwischen  den  Gi'enzen  0  und  360" 
enthalten  sind.  Dabei  bleibt  aber  die  Schenkellage  und  hiermit 
auch  die  Größe  der  trigonometrischen  Funktionen  ungeändert;  die 
Formeln  3)  bleiben  also  zu  Recht  bestehen. 

Sowie  diese  Gleichungen  dazu  dienen,  um  von  den  gegebenen 
Polarkoordinaten  eines  Punktes  zu  seinen  rechtwinkligen  überzu- 
gehen, so  erhält  man  Formeln  zur  Lösung  der  entgegengesetzten 
Aufgabe,  wenn  man  die  ersteren  auf  r  und  cp  reduziert.  Wei'den 
nämlich   beide   Gleichungen   (juadriert   und   addiert,  so  entsteht 


4)  )•'  =  .r^  -f  //-,  also  /•  =  V  x-  +  y-, 

während  man   durch  Division   zu   der  Gleichung 

o)  tan  op  =  - 

^  X 

gelangt.  Die  Unbestimmtheit,  welche  die  Formeln  4)  und  5)  so- 
wohl durch  das  doppelte  Vorzeichen  der  Quadi-atwurzel  als  durch 
die  Vieldeutigkeit  eines  dui'ch  seine  Tangente  gegebenen  Winkels 
herljeiführen,  liegt  in  der  Natiu'  der  Sache,  wird  aber  dadm-ch  be- 
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Fig.  5. 


seitigt,  daß  durch  die  besonderen  Vorzeichen  von  x  und  y  im  vor- 
aus der  Quadrant  gegeben  ist,  in  welchem  der  dnroli  r  und  qj  zu 
bestimmende   Funkt  gelegen   sein  muß. 

Zur  Ermittelung  des  Zusammenhangs  zwischen  den  schief- 
winkligen und  den  Polarkoordinaten  eines  Punktes  bedienen  wir 
uns  des  aus  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannten  Pro- 
jektionssatzes, den  wir  in  der  Form  voraussetzen:  Die  Pro- 
jektion AB'  einer  Strecke  AB  auf  eine  Gerade  l  ist 
gleich  der  algebraischen  Summe  aus  den  Projektionen 
der  Seiten  irgend  eines  gebrochenen  Linienzugs,  der  A 
mit   B  verbindet. 

Dabei  müssen  die  Strecken  der  Geraden  /  ebenso,  wie  wir  es 
bei  Koordinaten  kennen  gelernt  haben,  in  Bezug  auf  ihr  Vor- 
zeichen unterschieden  werden,  indem  man  z.  B.  den  Strecken  A  B' 
und  CD'  der  Geraden  l 
gleiche  oder  ungleiche 
Zeichen  zuschreibt,  je 
nachdem  die  Strecken  von 
A'  nach  B\  bezw.  von  C' 
nach  D'  durch  gleich-  oder 
entgegengesetzt  gerich- 
tete Bewegungen  zurück- 
gelegt werden. 

Zieht      man      von      A 
(Fig.  5)  aus  eine  Gerade  l^   parallel   zu  l  und  in  der  Richtung,  in 
der  auf  /  positive  Bewegungen   ausgeführt  werden,    und   bezeichnet 
mit  a  den  Winkel,  den  J^   um  A  gegen    die  Uhrzeigerrichtung  be- 
schreiben muß,  um  in   die  Lage  AB  zu  kommen,  so  ist  auch  dem 

Vorzeichen   uaeli 

A' B'  =  AB  cos  cc. 

Haben  a^,  c;.,,  cc^.  ■  ■  ■  dieselbe  Bedeutung  für  AC\  CB,  DE.  . 
so  ist  auch 

A'C  =  AC  cos  a^,  Cd'  =  CD  cos a.,,  D'E'  =  DE  cos  a^,  •  ■  • . 
Setzt  mau  dies  in  den  Projektionssatz  ein 

A'B'  =  A'C  +  CD'  -f  D'E'  -L        . 

so  geht  er  über  in 

Q)  AB  cos  a-  =  AC  cos  cc^  ^  CD  cos  a,  +  DE  cos  cc,  ^  ■■  ■. 


n'  R" 
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Wendet   man   diesen  Satz  auf  das  Dreieck  03IP  an  und  er- 
setzt l  zunächst  durcli  die  Absissenachse,  so  hat  man,  wenn 

PQ±OX,   XOP=(p,  XOY=co  ist: 
OP  fos  (p  =  OJl  +  :MP  cos  w; 

ersetzt  man   l   ferner  durch   die   Gerade   QP. 
so   sind  in   der  Gleichung 

OP  cos  a  =  021  cos  a^  -f  21 P  cos  cc-, 
die  Winkel  a,  a-^  und  a,  der  Reihe  nach  durch 
270°  +  rp.    90°   und    270°  -f  w  zu  ersetzen; 


0 


M    Q 

man   erhält   daher 


OP  sin  9  =  il/P  sin  w  . 

Setzt  man  hierin  schließlich  für  OP,  OJI,  31 P  der  Reihe 
nach  r,  x,  ?/,  so  hat  man  die  für  jede  Lage  von  P  und  für  jedes  co 
gültigen  Gleichungen: 

7)  )•  cos  <p  ^  y  cos  CO  -r  .'.' ,      r  sin  qp  =  _^  sin  co  . 

Wird  hierin   auf  x  und  y  reduziert,  so  folgt: 


8) 


r  sin  (o)  —  qp) 


y  = 


r  sin  cp 
sin  0) 


Werden   ferner   die   beiden  Gleichungen  6)    quadriert    und  addiert, 
so   erhält  man: 

9)  r^  =  -^^  +  2/"  +  ^xy  cos  10 , 

während  man  durch  Division  derselben  beiden  Gleichungen  zu  dem 
Resultate 

y  sin  to 


lOj 
gelangt. 


tan  (p  = 


y  cos  CO  -{-  X 


§  3.    Aufgaben. 

Diu-ch  die  bis  jetzt  gewonnenen  Koordiuatenbegritfe  nebst  ihren 
gegenseitigen  Beziehungen  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  mehr- 
fache Aufgaben  zu  lösen.     Folgende  mögen  hier  Platz  tindon. 

I.  Durch  die  gegebenen  Koordinaten  zweier  Punkte 
P  und  P'  ihre  Entfernung  P' P  auszudrücken. 

A.    Bei  Anwendung  rechtAvinkliger  Koordinaten  (Fig,  7). 


§  H.    Autpabon. 


lö 


Es    seien    x  und  //    du'    rechtwinkligon    Koniiliiiatcii    OM    und 
MP   des    Punktes    P  un<l    /,    y'    die    ent- 
sprechenden  (in'ißtMi    für  P' •    ferner    werde 
die   Entfernung    /'' /'  mit   c  bezeichnet. 

Wir  verschieben  die  gegebenen  Koordi- 
natenachsen OX  und  OY  parallel  zu  sich 
selbst  in  die  Lage  von  PS  und  P'/f,  so 
daß  /''  zum  neuen  Koordinatenanfange  wird, 
\ind  bezeichnen  mit  ^  und  Vj  die  auf  dieses 
neue  System  bezogenen  Koordinaten  des  Punktes  P.  Dann  ist  nach 
Formel  4)  im  §  2 

c2 


o2  fc2     I        2 

"     =  r  +  ^    • 

Zugleich  entsteht  aus   l)  und  2)  desselben  Paragraphen 

X  =  '^-\-  x      und     >/  =  1]  +  y', 
also  auch: 

^  ^  X  —  x'     und     )j  =  y  —  y' . 

Die  Verbindung  dieser  Foi-meln  gibt: 

1)  e^  =  (x—x'Y  4-  (y—y'y 

oder 


c  =  y  (x  —  xy  +  (y—yy . 

Die  allgemeine  C4eltung  der  zu  Grande  gelegten  Formeln 
läßt  dieses  Resultat  als  unabhängig  von  der  besonderen  Lage  der 
Punkte  P  und  P'  erscheinen. 

B.  Ist  das  Koordinatensystem  ein  schiefwinkliges  mit  dem 
Koordinatenwinkel  co,  so  fühi't  das  im  vorigen  angewendete  Ver- 
fahren bei  Benutzung  der  Gleichung  8)  in  §  2   zu  dem  Eesultate: 

2)      c'  =  (x—x'Y  +  (y—y'Y  +  2  {x—x)  (y—y)  cos  co . 

C.  Sind  endlich  P  und  P'  durch  ihre  Polarkoordinaten  r,  qp 
und  /•',  cp'  bestimmt,  so  daß  z.  B.  OP^r  und  i3I0P=cp,  so 
läßt  sich  die  in  diesen  Werten  ausgedrückte  Entfernung  leicht 
aus  der  Gleichung  l)  ableiten.  Werden  nämlich  die  hierin  ent- 
haltenen Klammern  aufgelöst,  so  ergibt  sich  durch  Verwendung 
der  in  den  Formeln  3)  und  -4)  des  vorigen  Paragraphen  enthaltenen 
Werte  mit  Hilfe  der  goniometrischen  Beziehung 


cos  {(p'  —  cp)  =  cos  cp  ■  cos  cp  -j-  sin  cp'  ■  sin  cp 
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die  Formel 

3)  e-  =  r-  -\-  r"^  —  2rr'  cos  (cp'  —  (p)  . 

Wenn  man  dasselbe  unmittelbar  dem  Dreiecke  POP'  ent- 
nimmt, so  läßt  sich  der  im  vorigen  enthaltene  Gedankengang  auch 
umkehren.  Setzt  man  nämlich  den  der  Figur  entnommenen  Wert 
von  r-  in  Nr.  o)  dem  unter  l)  aufgestellten  gleich,  so  erhält  man 
nach  Auflösung  der  Klammern  und  Streichung  der  nach  der 
Formel   4)  in   §  2   gleichen  Werte   zunächst: 

2rr'  cos  (9)'  —  (p)  =  2xx'  -f  2ify' . 

Mit  Benutzung  der  Gleichungen  3)  des  vorigen  Paragraphen 
ffelancrt  man  hieraus  zu  der  goniomotrischen  Formel  für  den  Kosinus 
der  Winkeldifierenz  zuiiick. 

IL  Aus  den  Koordinaten  der  Punkte  P  und  P'  den 
Flächeninhalt  des  zwischen  diesen  beiden  Punkten  und 
dem  Koordinatenanfange  enthaltenen  Dreiecks  zu  be- 
rechnen (Fig.  7). 

Behalten  wir  alle  früheren  Bezeichnungen  bei  und  setzen  außer- 
dem die  Fläche  des  zu  berechnenden  Dreiecks  =  ^ .  so  gibt  bei 
Anwendung  von  Polarkoordinaten  die  Figur  für  die  doppelte  Fläche 
den   Ausdruck 

4)  2  z/  =  rr'  sin  (95'  —  cp)  , 

unter  der  Voraussetzung,  daß  9)'  >  qp  imd  dabei  der  Unterschied 
der  beiden  Polwinkel  kleiner  als  180"  ist.  Überschreitet  der  Unter- 
schied den  letzteren  Wert,  so  hat  man  cp  —  cp'  statt  cp'  —  cp  zu 
setzen,  wenn  man  ein  negatives  Resultat  vermeiden  will,  welches 
übrigens  seinem  absoluten  Werte  nach  den  gesuchten  Flächen- 
inhalt ebenfalls  richtig  darstellen  würde.  Die  Yergleichung  der 
beiden  im  vorigen  erwähnten  Fälle  ergibt,  daß  die  Gleichimg  4) 
allgemein  die  Dreiecksfläche  darstellt,  sobald  man  mit  P'  den- 
jenigen  der  beiden  Punkte  bezeichnet,  welcher  bei  Umgehung  des 
Dreiecksiuufanges  in  der  für*  die  Messung  des  Winkels  q)  fest- 
gestellten Drehrichtmig  dem  Koordinatenanfang  0  vorhergeht. 

Wollen  wir  jetzt  zu  rechtwinkligen  Koordinaten  übergehen, 
so  ist  sin  {(p'  —  (p)  zu  entwickeln,  worauf  die  Fonneln  3)  des 
vorigen  Paragi'aphen  benutzt  wei'den  können.     Wir  erhalten: 

2  z/  =  r  cos  <p  ■  r  sin  cp'  —  r  sin  (p  ■  r  cos  (p' 
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und  hieraus: 

ö)  2  z/  =  x]{  —  x  y  . 

Fig.  7  t'üliit  liierzu  uiiinittelbar,  wenn  man  «las  Dreieck  FF'O 
als  Differenz  des  Vierecks  OMPI*'  und  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks 03IP  auffaßt  und  ersteres  wieder  in  das  rechtwinklige  Drei- 
eck OM'r'  und  das  Trapez  M'MVP'  zerlegt.     Dann   ist 

l>z/  =  x'y'  +  {xi-\-y')  {x—x")  —  xy 
und  die   Ausführung    der    in  den   Klanimem  angedeuteten  Multipli- 
kation  leitet  zu  der  Gleichung  ö)   zurück. 

Der  letztere  Weg  ist  noch  insofern  von  Interesse,  als,  wenn 
luan  auf  ihm  zu  der  genannten  Formel  gelangt  und  dieselbe  dann 
mit  der  oben  gewonnenen  Gleichung  4)  zusammenstellt,  sich  hier- 
durch der  Ausdruck  für  den  .Sinus  einer  Winkeldifferenz  tiuden 
läßt.      Man   erhält   nämlich   bei   Division  durch   r  r: 

und  dies  gibt  mit  Benutzung  der  schon  mehrfach  gebrauchten  Be- 
ziehungen zwischen  Polar-  und  rechtwinkligen  Koordinaten: 
sin  (9)'  —  qp)  =  sin  qp'  •  cos  qp  —  cos  tp   ■  sin  qp  . 
Bei  Anwendung  schiefwinkliger  Koordinaten  mit  dem  Koordi- 
natenwinkel 0)  sind  in   der  obigen   Gleichimg 

2^  ^  r  cos  qp  •  r  sin  qp'  —  r  sin  qp  •  /  cos  qp' 
die  in  Nr.   6    des  vorigen  Paragraphen  enthaltenen  Werte  zu  ver- 
wenden.     Nach    Streichung    der    sieh    aufhebenden    Glieder    erhält 
man 

G)  2  ^  =  {xy   —  x'y)  sin  w. 

III.  Wir  sind  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  den  Flächen- 
inhalt eines  beliebigen  Dreiecks  aus  den  Parallelkoor- 
dinaten seiner  drei  Eckpunkte  zu  berechnen. 

Die  Eckpunkte  mögen  P^,  P.„  Pg,  ihre  Koordinaten  der  Reihe 
nach  x^^  x.^^  x^  und  y^,  y.^,  y.^  heißen;  die  Dreiecksfläche  werde 
wieder  mit  ^  bezeichnet.  Verschieben  wir  beide  Achsen  parallel 
zu  sich  selbst,  bis  der  Punkt  P3  Koordinatenanfang  wird,  so  sollen 
^1,  t]^  und  t,,  ?(.,  die  auf  das  neue  System  bezogenen  Koordinaten 
der  Punkte  P^   und  P,   sein. 

Wird  zunächst  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  ange- 
wendet, so  ergibt  sich  aus  Formel  5): 

2  ^  =  Si  '/2  —  h  Vv 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  I.    7.  Aufl.  2 
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Nach  Analogie    der  bei  Aufgabe  I.  unter  A.  angestellten  Be- 
trachtungen ist  aber 

li  =  ^1  —  ^35       ni  =  yx  —  yz^ 
t2  ^^  ^2     "^di      ^2  ^  y-2     y^i 

folglich  erhält  man: 

2^  =  (^1  -  «3)  (^2  -  %)  —  (^2  -  ^3)  yi  -  y-i^ 

und   nach  Ausführung   der  Rechnung  und  geänderter  Ordnung  der 
einzelnen   Glieder: 

7)  2 ^  =  x^ (2/2  -  2/3)  +  a-2 (j/a  -  y^)  +  x^{yj^  —  y^). 

Die    aus   dreimal   drei   Elementen    Mj^  v^  u\^    n^  i",  «",,  u^  v^  «3 
gebildete  Größe 


^1  (^': 


2  '^3 


^3  W2)  +    ?/2  (%  ^^'l  —  ^'1  ^^'3)  +  "3  (^'l  "2  —  ^"2  "1) 


führt  den  Namen  Determinante  der  neun  Elemente,  und  wird 
mit 

j  MjL    «^1    u\ 

via        Z  9         it  9 

I  W3     t'3     »-3 

oder,  wo  keine  Verwechselung  zu  befürchten  ist,  noch  kürzer  sym- 
bolisch mit 

[«1    ^2    "3] 
bezeichnet*.     Hiernach  ist 

I  «1   ^1    1 


8) 


2J  = 


X2  y^  1 

Die    absoluten  "Werte   der  rechten  Seiten    der  Gleichungen   7) 
oder  8)   geben   in  jedem   Falle   die   doppelte   Dreiecksfläche.     Aus 


*  Als  Determinante    aus  vier,  neun,   sechzehn  u.  s.  vr.  Elementen 
bezeichnet  man  die  Größen 

CT;    b: 


i^ih] 


%  h 


«/  ^k  —  "k  bi ; 


[«,.  b^  c,]  =  j  a^  bf^  c^     =  rt-  [/>^.  c,]  +  a^  [b,  f,J  +  «j  [bi  ''*■]; 
I  «/  bi  c,   i 
",•  bj  Ci  dl 

«jt  ^k  <^k  (^k  ".  [bk  Ct  d,.,]  —  «*  [^.-  ^«.  <^.] 

«j  fcj  c,  d,    ,  =  +  «,  [ft„.  c,  rfj  —  n„,  [ft,  q.   (/,] 
u.  s.  w. 


'ßi   h  <-'l  <^m] 


§  3.    Aufgaben. 
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der  oben  lici  (Jlcichung  4)  gemachten  Bemerkung  kann  leicht  ab- 
geleitet wenlcn,  daß  jedesmal  ein  positives  Ergebnis  entsteht,  wenn 
die  Drehriehtung,  mit  der  man  sich  von  I\  über  1\  nach  P^  be- 
wegt, mit  der  übereinstimmt,  durch  welche  man  die  positive  Seite 
der  a;-Achsc  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  Lage  der  positiven 
y- Achse  überführt.  Um  auch  im  anderen  Falle  volle  Cbereiu- 
stimmung  zu  erzielen,  wollen  wir  Dreiecksflächen  nicht  bloß  ihrer 
absoluten  Größe,  sondern  auch  ihrem  Vorzeichen  nach  unterscheiden, 
indem  wir  einem  Dreiecke  ABC  eine  positive  oder  negative 
Flächenzahl  zuschreiben,  je  nachdem  die  Bewegung  von  A  über 
B  nach  C  mit  der  oben  angegebenen  Drehrichtung  ül)ereinstimmt 
oder  nicht.     Hiernach  ist 

P,P,P,  =  P,P,P,=^P,P,P,=--1\P,  P,  =  -  7>3  P,  P,  =  -  P,  P,  7V, 
in  Übereinstimmung  damit  erkennt  man  leicht,  daß 

;  ^3  ^3    1  ^1   //i    1 

Xi    i/^    1  x's   y^    1 

^z  y%  ^  =  —  \'^2  Vi  -'■ 

a^2    2/2    1  i  ^1    2/i    1 

Wiederholen  wir  die  vorhergehende  Untersuchung  für  ein 
schiefwinkliges   Koordinatensystem,  so   ergibt  sich 

9)  2  ^  =    0^2   »/2    1  j  ■  sin  CO, 

•^'3  y-i  1  i 

worin   w   den  Koordinatenwinkel  bezeichnet. 

IV.  Eine  im  folgenden  mehrfach  zur  Anwendung  kommende 
Aufgabe  verlangt:  den  Mittelpunkt  P  der  Strecke  zweier 
durch  Parallelkoordinaten  bestimmten  Punkte  P^  und  P« 
in  Koordinaten  desselben  Systems  auszudrücken. 

Fig.  8. 

Um  sogleich  zii  möglichst  allgemeinen 
Resultaten  zu  gelangen,  geben  wir  dem 
Koordinatenwinkel  XOY  in  Fig.  8  eine 
beliebige  Größe;  die  Koordinaten  der 
Punkte  P,  Pj  und  P,  werden  wie  in  der 
vorigen  Aufgabe  bezeichnet. 


%   Vx    1 

^2     2/2     1 

^2     % 

1 

==  — 

Xi    Vy 

1 

^3 

Vs 

1 
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Hat  Pj  N^  die  Richtung  OX,  so  ist 

Da  nun 

NV  =  y-  2/1,  iS'a  P^  =  y.2  -  Uv 

so  ergibt  sich  zunächst 

x-Xy^  i  (^2  —  ^ih  U  -  Vi=\  (y-2  -  Vi)- 

Hieraus  erhält  man  für  x  und  y  die  Formeln 

10)  x  =  \  {xy  +  x^\    y  =  ^yi-\-  %)• 

V.  Verallgemeinem  wir  die  vorhergehende  Aufgabe  dahin,  die 
Koordinaten  des  Punktes  P  zu  bestimmen,  der  die  Strecke 
I\P.2  im  Verhältnisse  X  teilt,  so  daß  also 

PiP:PP2  =  A. 

Nehmen  wir  zunächst  P  als  innern  Teilpunkt  der  Strecke 
i\  Pg ,  also  zwischen  P^  und  P^  an ,  so  werden  die  Strecken  Pj  P 
und  PP^  in  derselben  Richtung  durchlaufen,  wenn  man  die 
Bewegung  in  den  zuerst  genannten  Punkten  P^  bez.  P  anfängt; 
in  diesem  Falle  haben  die  Strecken  P^P  imd  PPo  dasselbe  Vor- 
zeichen, das  Teilverhältnis  ist  daher  positiv.  Ist  dagegen 
P  ein  äußerer  Teilpunkt,  also  auf  einer  der  beiden  Verlänge- 
rungen der  Strecke  P1P2  enthalten,  so  haben  die  Strecken  P^P 
und  PP2  ungleiche  Vorzeichen,  das  Teilverhältnis  ist  ne- 
gativ. 

Für  die  innere  Teilung  hat  man 

MyM  :  31 M^  :  M^M.-,  =  XP :  {N^P^  -  XPl  :  XP, 
=  PyP  :   PP^   :  PiPo    ==  A  :  1  :  (1  -f  A). 
Dies  ergibt 

und  hiei'aus  folgen  die  Formeln 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  bei  der  äußeren  Teilung  die- 
selben Formeln  gelten.  Denn  alsdann  ist  die  algebraische 
Summe  P^P  -\-  PPo  eine  wirkliche  Differenz,  und  ergibt 
wieder  die  Strecke  PiP.2,  auch  dem  Vorzeichen  nach. 

Ist  A   eine  absolute  Zahl,  so  ergeben  die  Formeln 


12) 


S  3. 

Aufgaben 

X 

^1  +  ^•'^ü 

1  + i  " 

,       //  = 

X 

""  ~\—X 

,       U  = 

21 
1  —  A 

ein    Punktpaar    /'    uiul    /'',    das   die   Strecke  l\P.j,    in  Verhältnissen 
teilt,  die  nur  dorn   Vorzeichen   nach  unterschieden  sind. 
Aus  12)  folgt 

(1  4-  A)  a;  =  .Ti  +  Aa:-«,  (l  +  A)  «/  =  ?/i  +  A</,, 

(1  —  A)  X  =  0-1  —  Ix^,  (1  —X)y=y^  —  A?/2, 


ar,  =  .— , 


«4-^«'  y  +  f^y 


Vi  = 


18,        1     '+^'  "  '+^ 

wobei -ft  =  ^  -,    ,  • 

Wenn  also  das  Paar  PP'  die  Strecke  P1P.2  innen  und  außen 
in  demselben  Verhältnisse  teilt,  so  teilt  auch  umgekehrt  das  Paar 
P1P2  die  Strecke  PP'  innen  und  außen  in  demselben  Verhältnisse; 
zwei    solche    Paare    werden    als  harmonische  Paare   bezeichnet. 

Diese  Resultate  finden  eine  weitere  Anwendung  in  der  fol- 
genden Aufgabe,  die  als  eine  neue  Verallgemeinerung  von  Nr.  IV 
betrachtet  Averden  kann : 

V.  Wenn  die  »  Punkte  P^,  P„,  •••  P^_^,  P^  nach  ihrer  Lage 
gegen  ein  Parallelkoordinatensystem  gegeben  sind,  so 
wird  nach  der  geometrischen  Bedeutung  des  Punktes  P 
gefragt,  dessen  Koordinaten  aus  denen  der  gegebenen 
Punkte  Pj,  P2,---P„  nach  den  Formeln  abgeleitet  sind: 

14)^  =  ^1^1  +A3X, -I \-x^x„    _  hyi+hy2-\ h  K  Vn . 

Setzen  wir 
so   ergibt  sich 

^A'>'^+h  +  ---+K-x)^'  +  Kxn       {h  +h^ VK-i)y'  +  Kyn 

Hiemach  teilt  P  die   Strecke  PP,^  im  Verhältnisse 

K--{h  +  h  +  ---  +  K-i)- 

Wird  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  -4  u.  s.  f.,  gesetzt,  so  gelangt  man 
zu  folgender  Konstruktion  des  Punktes  P.     Man  zeichne 
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den  Teilpunkt  P'  der  Strecke  J\   P2  nach  dem  Verhältnisse  A^rA^; 

,,  „  Agil  Aj-rAg  ); 


1'" . 

.,     p'  n 

P'"  „ 

„    p"  I\ 

p""  „ 

r.         ^'''P:, 

u.   s.   f. 

5*. 

P'K 


H 


^■8  ^  In  ¥\s.  9   ist  diese  Konstruktion  für 

P 
-^^  ,/  ^  den  besonderen  Fall  «  ^  4,  Aj  =  A,  =  A3 

=  A^  =  1   durchgeführt. 

Es    ist    zu    beachten,    daß    die    im 

vorigen  gefundene  konstruktive  Darstellung 
-P'  "^      des  Punktes  P  sich  völlig  unabhängig  von 

der  besonderen  Lage  des  der  Aufgabe  7,u  Grunde  gelegten  Koordi- 
natensystems zeigt.  Sind  daher  für  irgend  zwei  Achsen  die  in  be- 
liebigen Richtungen  gemessenen  Abstände  des  Punktes  P  aus  den 
in  denselben  Richtungen  gemessenen  Abständen  der  Punkte  Pi,P2,  •■P„ 
nach  den  Formeln  14)  berechnet  und  dadm-ch  die  Lage  dieses 
Punktes  bestimmt,  so  gelten  auch  dieselben  Formeln  für  die  in 
irgend  welcher  Richtung  bis  an  irgend  welche  andere  Gerade  der 
Ebene  gemessenen  Abstände  der  Punkte  J'j,  P^,-I\  und  P.  Da 
ferner  die  \Verte  14)  sich  durch  Vertauschung  der  in  Zähler  und 
Nenner  stehenden  Summenglieder  nicht  ändern,  so  folgt,  daß  man 
immer  wieder  zu  demselben  Punkt  gelangt,  gleichgültig,  in  welcher 
Reihenfolge  man  die  gegebenen  Punkte  bei  der  Konstruktion  ver- 
wendet. Die  Mechanik  lehrt,  daß  P  der  Schwerpunkt  für  die 
in  den  Punkten  P^,  P21' ' '  ^n  Hegenden  Massen  Aj,  A^,  •  •  •  A^  ist. 

§  4.  Änderung  der  Parallelkoordinaten. 
Häufig  wird  es  bei  analytischen  Untersuchungen  notwendig, 
die  Koordinaten  zu  ändern,  d.  h.  die  auf  ein  gegebenes  System 
bezogenen  Koordinaten  eines  Punktes  in  Koordinaten  eines  neuen 
Systems  auszudrücken.  Die  einfachsten  hierher  gehörigen  Fälle  sind 
im  §  2  besprochen  und  in  den  vorigen  Aufgaben  zur  Anwendung 
gebracht  worden.  Es  erübrigt  uns  noch  eine  Ergänzung,  wobei 
wir  uns  jedoch  lediglich  auf  Parallelkoordinaten  beschi'änken ,  was 
deshalb  völlig  ausreichend  ist,  weil  die  wenig  vorkommende  Auf- 
gabe der  Änderung  von  Polarkoordinateu  leicht  durch  A'ormitteluug 
rechtwinkliger  Parallelkoordinaten  bewältigt  werden  kann. 


§  4.    Äii(l<,'run<T  tlfr  I'iiniUelkoonlinaten. 
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Fig.   10. 


Man  goliitigi  von  einem  gegebenen  Parallelkoordinatensy.stenie 
zu  jedem  andern  in  derselben  Ebene  gelegenen  durch  parallele 
Verschiebung  und  dunli  Drehung  der  Achsen,  von  welchen  zwei 
Fallen  der  erstere  bereits  im  S  2  erledigt  wurde.  Was  die  Achsen- 
drehung betrifl"t,  so  betrachten  wir  zunächst  den  Übergang  von 
einem  rechtwinkligen  Systeme  zu  einem  andern  mit  dem- 
selben Anfangspunkte. 

Die  positiven  Achsen  OX  und  OY  des  ursprünglichen  Systems 
mögen  durch  eine  Drehung  um  den  positiven  Winkel  a  in  die  Lage 
der  positiven  Achse  OX'  und  OY'  des  neuen  Systems  kommen 
und  es  seien  OM,  MF  bez.  031',  MP'  die  Koordinaten  eines 
Punktes  P  im  alten,  bez.  neuen  System.  Projiziei-t  man  die  ge- 
brochene Linie  OM'P  zunächst  auf  OX  und  dann  auf  MP^  so 
erhält  man  OM  bez.  MP.  Da  nun  OM'  und  M'P  mit  OX  die 
Winkel  «  und  90"  +  a,  mit  MP  da- 
gegen die  Winkel  270°  -f  a  und  a 
bilden,  so  hat  man  nach  dem  Pro- 
jektionssatze (vergl.  S.  loi  die  For- 
meln 

X  =  cos  a  ■  x  -\-  cos  (90°  +  cc)  ■  ji', 

_j/  =  COS  (270°+ «) -a^' +  C0S  ß  •;^'.  Ö  M  A' 

Nach   bekannten  goniometrischen  Formeln  ergibt  sich  hieraus 
[  X  =  cos  u  •  X  —  sin  u  ■  </', 
[  y  =  sin  a  ■  x  -\-  cos  a  ■  y  . 

Wir  wenden  uns  nun  zum  Übergänge  aus  einem  schief- 
winkligen Systeme  in  ein  anderes  schiefwinkliges  mit  dem- 
selben Nullpunkte. 

Wir  können  hier  dieselben  Bezeich- 
nungen verwenden,  wie  vorher,  und  fügen 
nur  die  neue  Bestimmung  hinzu,  daß  die 
Ordinatenaehse  0  Y'  des  neuen  Systems 
mit  OX  den  Winkel  ^  bilde.  Projizieren 
wir  jetzt  die  gebrochene  Linie  OM'P 
auf  zwei  Gerade,  die  der  Reihe  nach 
senkrecht  zu  OY  bez.  OX  sind,  so  er- 
halten wir  die  Strecken  OM"  und  OK", 
und  es  ercreben  sich  sogleich  die  Formeln 


1) 


jvr 
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cos  (90<'  —  co)  ■  a;  =  cos  (90°  —  co-\- a)- x'  -\-  cos  (90"^  —  co  +  j3 1 
cos  (90°  —  oj)  •  2/  =  cos  (270°  +  a)  ■  x  +  cos  (270°  + 13)  •  ?/'. 
Hieraus  folgen 


2) 


sin  (<B 


sin  CO 
sin  a 


a)       ,    .    sin  (co  —  ß)      , 


,    ,    sin|3 
sino)  sinw     "^ 


Hat   der  Nullpunkt  des  neuen  Systems  in  Bezug  auf  das  alte 
die  Koordinaten  a  und  h,  so  hat  man  die  Anderungsformeln 

a)  beim  Übergänge  von  einem  rechtwinkligen  zu  einem 
andern  rechtwinkligen  Systeme: 

I  a;  =  a  +  cos  a-x'  —  sin  a  •  y', 
\  y  -=  h  -\-  sin  a  ■  x'  -\-  cos  «  •  y'; 
beim  Übergänge  von  einem  schiefwinkligen  Systeme 
zu  einem   andern  schiefwinkligen: 


3) 


4) 


(sin  CO  —  a)        ,    .    sin  (co  —  ß) 

. ^   •  X  -\ . — 


-,     ,    sin  a        ,    ,    sin  ß       , 

y  =  />  +  -. ■  X   -{-.'■  y 

sm  CO  sm  CO     ' 


Setzt  man  co  =  90°,  j3  =  a  +  90°,  so  gehen  die  Formeln  4) 
in  3)  über. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  diese  Formeln  in  Beziehung  auf 
die  in  ihnen  enthaltenen  Koordinaten  sämtlich  Gleichungen 
ersten  Grades  darstellen. 
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§  5.    Gleiehungsformen  der  geraden  Linie. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  der  geraden  Linie,  daß  sie 
in  allen  ihren  Punkten  nach  einer  und  derselben  Richtung  ver-~ 
läuft,  läßt  sich  am  einfachsten  in  der  Sprache  der  analytischen 
Geometrie  ausdrücken,  wenn  man  irgend  einen  ihrer  Punkte  zum 
Pole  eines  Polarkoordinatensystems  wählt.  Bezeichnet  unter  dieser 
Voraussetzung  a  den  zwischen  0  und  180*'  gelegenen  und  in  der 
Drehrichtung  der  Polwinkel  gemessenen  Winkel,  welchen  die  Gerade 
mit  der  Achse  des  benutzten  Systems  bildet,  so  wird  die  Lage 
aller  ihrer  Punkte  durch  die   Gleichung 

cp  =  a 

ausgedrückt,  sobald  man  ebensowohl  negative  als  positive  Leit- 
strahlen zuläßt. 

Gehen  wir  jetzt  zu  einem  Parallelkoordinatensystem  über, 
dessen  positive  Seite  der  j;-Achse  unter  Beibehaltung  des  Poles  als 
Koordinatenanfang  mit  der  Achse  des  Polarsystems  zusammenfällt, 
so  folgt  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Koordinaten  aus  Nr.  5) 
im  §  2 

—  =  tan  « 

X 

als  diejenige  Gleichung,  durch  welche  die  beiden  Koox'dinaten  jedes 
einzelnen  Punktes  der  in  Eede  stehenden  Linie  voneinander  ab- 
hängen. Der  Winkel  cc  ist  hierbei  spitz  oder  stumpf,  je  nachdem 
die  durch  den  Koordinatenanfang  gehende  Gerade  innerhalb  der 
beiden  von  den  Achsen  gebildeten  Felder  liegt,  welchen  gleiche 
Vorzeichen  der  Koordinaten  zukommen,    oder  im  andern  Falle  die 


26  Zweites  Kapitel.    Die  gerade  Linie. 

beiden  übrigen  Felder  durchschneidet.  Bezeichnen  wir  zur  Ab- 
kürzung tan  a  mit  dem  Buchstaben  A^  so  geht  die  obige  Gleichung  in 

1)  y  =  Äx 

über.  —  Genau  dieselbe  Gleichungsform  kann  auch  benutzt  werden, 
um  bei  Anwendung  schiefwinkliger  Koordinaten  Abscisse  und 
Ordinate  jedes  Punktes  voneinander  abhängig  zu  machen,  der  sich 
in  einer  durch  den  Anfangspunkt  des  Systems  gezogenen  Geraden 
befindet.  Lassen  wir  nämlich  der  ic- Achse  die  oben  angegebene 
Lage  und  bezeichnen  wie  früher  den  Koordinatenwinkel  mit  oj.  so 
ergibt  sich  für  diesen  Fall  aus  den  Formeln   7)  im  §  2: 

y  sin  a 

X        sin  (w  —  c) ' 

wo  wieder     .—, r^  einen    für    den    ganzen   Verlauf   der   geraden 

sm  (cü  —  a)  '^ 

Linie  unveränderlichen  Wert  besitzt,  den  wir  nur  mit  A  zu  be- 
zeichnen brauchen,  um  die  Gleichung  1  )  zu  erhalten.  Setzen  wii* 
0)  —  ß  =  |3,  so  ist  ß  der  von  der  y- Achse  und  der  Geraden  ein- 
geschlossene Winkel,  der  aber  negativ  in  Rechnung  gezogen  werden 
muß,  wenn  a  >>  to,  d.  h.  wenn  die  Gerade  diejenigen  von  den 
Achsen  gebildeten  Felder  durchschneidet,  in  welchen  den  Koordi- 
naten der  darin  enthaltenen  Punkte  verschiedene  Vorzeichen  zu- 
gehören. Der  Zahlwert  A  hat  mit  Einführung  der  gewählten  Be- 
deutung die  allgemeine  Bedeutung: 

"'^  ^  ~"  sin  /J ' 

und  es  ist  hierin  immer  a  -{-  ß  =  to,  ferner  «  zwischen  den  Grenzen 
0  und  180"  und  ß  zwischen  w  und  a  —  180"  enthalten.  Wir  wollen 
der  beständigen  oder  konstanten  Größe  -4,  da  sie  einzig  von  der 
Richtung  der  geraden  Linie  gegen  das  Koordinatensystem  abhängt, 
den  Namen  Richtungskonstante  geben.  —  Das  Verhältnis  der 
Sinus  der  Teile  eines  Winkels,  in  die  er  durch  einen  vom  Scheitel 
auscrehenden  Strahl  zerlegt  wird,  nennt  man  das  diesem  Strahle 
zugehörige  Sinusteil  Verhältnis  des  Winkels.  Wir  krmnen 
daher  sagen:  Die  Richtungskonstante  einer  den  Nullpunkt 
enthaltenden  Geraden  ist  das  Sinusverhältnis,  in  dem  sie 
den  Koordinatenwinkel  teilt. 

In  Übereinstimmung  mit  der  am  Schlüsse  von  §  1  gemachten 
Bemerkung  nennen  wir  die  Formel  if  =  Ax,  welche  auch  in  .c  =  • 
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umgeformt  werden  kann,  die  (Jleicbung  einer  durch  den  Koor- 
dinatenanfang  gehenden  Geraden,  insofern  sie  dazu  dient, 
um  bei  gegebener  Richtung  der  Linie  die  veränderlichen  oder 
variabelen  (laufenden)  Koordinaten  jedes  ihrer  Punkte  von  ein- 
ander abhängig  zu  machen.  Setzen  wir  nacheinander  a  =  0  und 
«  =  0),  wobei  ß  die  Werte  w  und  0  annimmt,  so  geht  das  erste 
Mal  .1  in  (>  und  das  andere  Mal  in  oü  über,  und  man  erhält,  wenn 

man  im   zweiten   Falle  die   Form  ./•  =  ^   zur  Anwendung  bringt, 
?/  =  0      und     X  =  0 

als  Gleichung  der  x-  und  v/-Achse,  wie  schon  im  §  1  unter  Nr.  5) 
aus  dem  Begi-iffe  der  Koordinaten  hei-geleitet  wurde.  —  Als  ein 
zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Gleichungen  der  beiden  (aufeinander 
senkx'echten)  Geraden,  welche  den  Koordinaten winkel  und  seinen 
Nebenwinkel  halbieren.  Für  die  erste  derselben  ist  ^  =  a,  also 
A=l,  für  die  zweite  ß  =  —  (lSO^—a)  und  Ä  =  —  l,  wonach  sich 

y  =  X     und     y  =  —  x 
als  Gleichungen  dieser  beiden  Linien  ergeben. 

Wir  gelangen  jetzt  dazu,  die  allgemeine  Gleichung  einer 
in  beliebigen  Punkten  die  Koordinatenachse  schneidenden  Geraden 
festzustellen,  wenn  wir  eine  der  beiden  Achsen  parallel  zu  sich 
selbst  in  den  Durcbschnittspunkt  der  zu  vmtersuchenden  Geraden 
und  der  andern  Achse  verschieben. 

CP  in  Fig.  12  sei  die  gegebene  Linie,  welche  die  Kooi-dinaten- 

achsen   in   den  Punkten   C  imd  B  schneidet.  Verschieben  wir  die 

X-Achse  in  die  Lage  BS,  so  ist,  wenn  ng.  12. 

r]  die  auf  das  neue  System  bezogene  j-' 

Ordinate    des    beliebigen   Punktes   P,  / 

und  OM  =  x  seine  Abscisse,  femer  J.  /        ^7 

die    Eichtungskonstante    der    Geraden  m^^    /         '-' 

CP  bezeichnet,  ^y]              I 

n  =  Ax .  J^  \ ii ^ 

Da  durch  die  parallele  Achsen-  / 

Verschiebung     die     zur     Bestimmung 

von  A  dienenden  Winkel  nicht  geändert  werden,  so  behält  die 
Eichtungskonstante    auch   für   die  urspi'üngliche  Lage  der  j;- Achse 
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ihren  Wert  bei  und  wir  gelangen  nach  den  bereits  oft  angewendeten 
Sätzen  für  parallele  Achsenverschiebung  zu  dem  ursprünglichen 
Systeme  zurück,  wenn  wir  y  =  ri  -\-  h  setzen,  wo  b  =  OB  die 
Ordinate  des  Durchschnittspunktes  der  Geraden  und  der  ?/- Achse 
ausdrückt.  Als  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  erhalten 
wir  hiernach: 

3)  ij  =  Äx-}-h. 

Die  von  uns  eingeführte  Bedeutung  der  konstanten  Größe  b 
findet  hierin  ihre  Bestätigung,  wenn  wir  x  =  0  setzen,  indem  sich 
dann  y  =  b  als  Ordinate  des  in  der  ?/- Achse  gelegenen  Punktes 
der  Geraden  ergibt.  In  gleicher  Weise  findet  sich,  wenn  a  die 
Abscisse  des  in  der  a;- Achse  gelegenen  Punktes  C  bezeichnet*, 
aus  der  Substitution  y  =  0: 

4)  Aa  +  b  =  0    oder    J.  =  —  —  . 

Schaffen  wir  mittels  der  ersten  dieser  beiden  Formeln  aus 
der  Gleichung  3)  die  Größe  h  hinweg,  so  läßt  sie  sich  in 

5)  ^  ^  i:  +  ^ 

umwandeln.  Dieselbe  Gleichung  entsteht  unmittelbar,  wenn  man 
anfänglich  die  .r-Achse  ungeändert  läßt,  dagegen  die  y-Achse 
parallel  zu  sich  selbst  nach  C  verschiebt. 

Die  vorhergehenden  Entwicklungen  der  allgemeinen  Gleichung 
der  geraden  Linie  in  der  Form  unter  Nr.  3)  oder  der  daraus  her- 
geleiteten unter  5)  scheinen  insofern  noch  eine  Lücke  zu  enthalten, 
als  die  dabei  angewendete  Verlegung  einer  der  beiden  Koordinaten- 
achsen ihre  Anwendbarkeit  versagt ,  wenn  die  Gerade  zur  andern 
Achse  parallel  liegt.  Daß  aber  auch  hier  die  allgemeinen  Formeln 
ihre  Gültigkeit  behalten,  zeigt  sich,  wenn  wir  in  5)  yl  =  c^  und 
in  3)  -A  =  0  einsetzen.    Die  hierdurch  gewonnenen  Gleichungen 

X  =  a    und   y  =  b 

kommen  iiänilieli  auf  die  bereits  in  den  §^  1  und  2  für  Parallelen 
zu  den  Koordinatenachsen   ofefiuulonon   Formeln   zuvüc-k. 


*  Nach  der  Anlage  von  Fig.  12  muß  darin  a  als  Abscisse  eines 
auf  der  Seite  der  negativen  x  gelegenen  Punktes  einen  negativen  Wert 
erhalten. 
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In  Nr.  3)  und  [>)  wurde  die  Gleichung  der  Geraden  von  der 
Riclitung  der  Linie  (»nittels  der  Konstanten  A)  und  der  Lage 
eines  ihrer  Punkte  (mittels  der  Konstanten  b  oder  a)  abhängig 
gemacht;  zu  einer  mehr  symmetrisch  gestalteten  Gleichungsform 
gelangen  wir  jedoch,  wenn  wir  die  Gerade  durch  ihre  beiden  in 
den  Achsen  gelegenen  Punkte  bestimmen  oder,  mit  anderen  Worten, 
die  Gleichung  einzig  von  den  Konstanten  a  und  b  abhängig  machen. 
Setzt  man  hierzu   in   die  Formel  x  =  Äx  +  b  aus  Nr.  4   den  Wert 

A  ^  —  — ,  so  läßt  sich  die   entstandene   Gleichung  leicht  in 

6)  ■'■  +  r  =  1 

''  ah 

umgestalten  —  eine  Gleichungsform  der  geraden  Linie,  die  sich 
unter  anderem  noch  dadurch  empfiehlt,  daß  die  Bedeutung  der 
in  ihr  enthaltenen  beständigen  Größen  a  und  b  (Koordinaten  der 
Durchschnittspunkte  mit  den  Achsen)  von  dem  angewendeten  Koor- 
dinatenwinkel völlig  unabhängig  bleibt.  Der  Fall  des  Parallelis- 
mus der  Geraden  zu  einer  der  beiden  Achsen  ist  in  dieser  Glei- 
chung eingeschlossen,  wenn  man  für  ihn  den  Durchschnittspunkt  mit 
der  parallelen  Achse  in  eine  unendliche  Entfernung  versetzt,  wie 
sich  aus  den  Ersetzungen  b  =  oo   oder  a  =  oo  herleiten  läßt. 

Der  allgemeinen  Anwendbarkeit  der  letzten  Gleichung  steht 
einzig  der  Umstand  entgegen,  daß  sie  sich  nicht  unmittelbar 
für  den  Fall  einer  durch  den  Koordinatenanfang  gehenden  Ge- 
raden eignet,  was  ohne  alle  Rechnung  schon  daraus  folgt,  daß 
dann  die  beiden  zur  Bestimmung  dienenden  Punkte  in  einen 
übergehen. 

Eine  weitere  Verallgemeinerung  der  in  Nr.  3)  und  6)  ge- 
wonnenen Gleichungsformen  der  geraden  Linie  gewähren  die  beiden 
folgenden  Grundaufgaben. 

1.  Es  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  gefunden 
werden,  deren  Richtung  gegen  die  Achsen  bestimmt  ist 
und  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  X■^^'^J■^  *  geht. 

Aus  den  mit  den  Koordinatenachsen  gebildeten  Winkeln  u  und 


*  Wir  nennen  zur  Abkürzung  einen  Punkt  xy,  wenn  x  und  y 
seine  Parallelkoordinaten  bezeichnen.  Bei  Anwendung  von  Polar- 
koordinaten kann  in  gleicher  Weise  von  einem  Punkte  rcp  gesprochen 
werden. 
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ß    ergibt    sich    ohne    weiteres    die    Richtungskonstante   A^        ff 

oder   bei  Anwendung   von   rechtwinkligen   Koordinaten  A  =  tan  u. 
Die  gesuchte  Gleichung  der  Geraden  hat  nun  nach  3 )  die  Form : 

ij  =  Ax  -\-  h, 

in  welcher  der  Wert  von  h  unbestimmt  bleibt.  Die  Bedingung, 
daß  x^  und  v/^  die  Koordinaten  eines  Punktes  dieser  Geraden  sein 
sollen,  führt  7ai  der  zweiten  Gleichung: 

jj^  =  Axj^  +  h, 
in  welcher  A  und  b  dieselben  Werte  wie  vorher  besitzen  müssen, 
und   woraus   in  Verbindung   mit   der  vorigen  Gleichung  das  unbe- 
stimmte  l)    durch  Subtraktion    entfernt    werden    kann.      Man    erhält 
dann: 

7)  )/  —  i/^  =  A  (x—Xi) 

als  Resultat  der  gestellten  Aufgabe.  Setzt  man  hierin  nacheinander 
y  =  0  und  a;  =  0,  so  findet  man  leicht  als  Koordinaten  für  die 
auf  den  Achsen  gelegenen  Punkte  der  in  Rede  stehenden  Geraden: 

8)  «  =  a.'i  —  -^  ,     Z>  =  i/i  —  ^-1.^1 , 

welche  beiden  Werte  übrigens  nur  Umformungen  der  Gleichungen 
5)  und  3)  darstellen. 

IL  Es  soll  die  Gleichung  dei-jenigen  Geraden  ge- 
sucht werden,  welche  die  Punkte  x^i/j^  und  x.^y.^  in  sich 
enthält. 

Zu  der  Gleichung  der  Geraden 

y  =  Ax  -\-  b 
treten  hier  die  beiden  Bedingungsgleichungen: 

y^  =  Axj^  +  &,. 
y.-,  =  Ax.,  +  &, 
aus  denen  in  gleicher  Weise,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 

h  —  1/2  =  ^  (r^— .r.,) 
hergeleitet  wird.      Hieraus   findet   sich  zunächst  für  die  Riehtungs- 
konstante  der  dui-ch  die  beiden  gegebeneu  Punkte  gehenden  Geraden: 

^  .1-,  —  a\  ' 

ferner  durch  Einsetzung    dieses   Wertes    iu  die  Formel   7)     welche 
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die  Gleichuncjcn    aller   den   Funkt  x^y^    enthaltenden    Ticruden    um- 
faßt, als  rileichung  der  t,'esuchton  Linie: 

•*1  '«'2 

Die  Ersetzungen  y  =  0  und  x  =  0  geben  für  die  Koordinaten 
der  beiden   auf  den   Achsen  gelegenen  Punkte: 

11)  a  =  ^ä  Vx  —  -fi  j/ä        ^  _  y,a;.— j/iJ-, 

^lan  kann  zur  Gleichung  10)  auch  von  den  Entwicklungen 
des  §  3,  Nr.  8)  oder  9)  aus  gelangen;  denn  die  Bedingung,  daß 
P  auf  der  Geraden  1\P.^  üegt,  ist  gleichbedeutend  damit,  daß  das 
Dreieck  PP^P.^  verschwindet.  Hiernach  erhält  man  die  Gleichung 
der  Geraden  P^P.^  als  verschwindende  Determinante 

X    1/    1 

12)  \  X,  y,l  ^  =  0. 

I    ^2   ^^2    1    I 

Durch  die  Entwicklung  der  Determinante  kommt  man  leicht 
auf  Nr.  10. 
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Sind  zwei  gerade  Linien  durch  ihi-e  Gleichungen  für  Parallel- 
koordinaten gegeben,  so  entsteht  die  Frage  nach  der  gegenseitigen 
Richtung  dieser  Linien  und,  wenn  sie  sich  schneiden,  nach  der 
Lage  ihres  Durchschnittspunktes.  Wir  beginnen  mit  der  letzten 
dieser  beiden  Untersuchungen. 

L    Es  seien 

y  =  Ä^x  +  h, 

y  =  A.2X  -f  &2 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden,  so  müssen  für  die 
Koordinaten  eines  gemeinschaftlichen  Punktes  beide  Formeln  gleich- 
zeitig ihre  Gültigkeit  behalten.  Die  Bei-echnung  dieser  Koordinaten 
kommt  daher  einzig  darauf  hinaus,  ein  x  und  y  zu  finden,  welches 
beiden  Gleichungen  Genüge  leistet.  Da  wir  es  hierbei  nur  mit 
Gleichungen  ersten  Grades  zu  tun  haben,  so  kann  die  Rech- 
nung   für  jede    der   beiden    Unbekannten    nur   einen  Wert   geben: 
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sie  führt  daher  zu  dem  Resultate  zurück,  daß  zwei  nicht  zusammen- 
fallende Gerade  nicht  mehr  als  einen  gemeinschaftlichen  Punkt 
besitzen  können.  Seine  Koordinaten  ergehen  sich  durch  Auflösung 
der  obigen   Gleichungen  zu 

Hierbei  verdienen  folgende  Fälle  besondere  Erwähnung: 
u.  Ist  h^^  ==  ho,  so  ist  a;  =  0,  d.  h.  der  Durchschnittspunkt 
liegt  in  der  Ordinatenachse.  In  der  Tat  bezeichneten  aber  auch 
die  beständigen  Größen  h^  und  b^  die  Lage  der  in  der  «/-Achse 
gelegenen  Punkte  beider  Geraden,  so  daß  bei  Übereinstimmung 
dieser  Werte  die  beiden  Linien  durch  denselben  Punkt  der  ge- 
nannten Achse  gehen  müssen. 

ß.  Wenn  Ä^b^  ^  ^g^i'  ^°  ist  y  ^  0,  d.  h.  der  gemeinschaft- 
liche Punkt  liegt  in  der  Abscissenachse.  Wir  übersehen  sofort  die 
Richtigkeit  dieses  Resultates,  wenn  wir  die  gewonnene  Bedingungs- 

gleichung  in  die  Form j-  =  —  -.'    bringen,  worin  nach  Xr.  i) 

des  vorigen  Paragraphen  die  gleichen  Größen  die  Abscissen  der  in 
der  rr- Achse  gelegenen  Punkte  bezeichnen. 

y.  Für  A^  =  Ä2  erhalten  beide  Koordinaten  unendliche  Werte, 
d.  h.  der  Durchschnittspunkt  liegt  in  unendlicher  Entfernung. 
Wegen  Übereinstimmung  der  Richtungskonstanten  ist  dies  der  Fall 
des  Parallelismus  beider  Geraden. 

8.  Wenn  irgend  zwei  von  den  drei  vorhin  genannten  Bezieh- 
ungen  gleichzeitig   stattfinden,   so  ist  A^  =  A^  und  auch  6^  =  60. 

und   man   erhält  für  beide  Koordinaten  die  unbestimmte  Form       • 

Dann    sind    aber    auch    die    Gleichungen   beider   Geraden   identisch, 
weshalb  letztere  in  allen  Punkten  zusammenfallen  müssen. 
Sind  die  Gleichungen   der  beiden  Linien  in   der  Form 

--f  ^   =1 

"  +   f    =1 
"i  ''s 

gegeben,  so  findet  man  als  Koordinaten  des  Schnittpunktes: 
k)\  ,         "i  "2  (^1  —  K^  ^\  ^i  ("1  —  "s^ 
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Dasselbe  Resultat  kann  auch  aus  den  Gleichungen  11)  des 
vorigen  Paragraphen  abgeleitet  worden,  sobal<l  man  die  Oloiehung 
einer  Geraden   auf  die   Form 

ux  +  ß,f  =  1 

bringt,  worin  u  un<l  ß  die  reziproken  Werte  von  a  und  h  dar- 
stellen. Die  in  §  5  Nr.  11)  gelöste  Aufgabe  kommt  dann  darauf 
hinaus,  "Werte  von   a  und  ß  zu  finden,  welche  den   Gleichungen 

axi  +  /3y/^  =  1  , 

ax.,  -f  ßij.,  =  1 

genügen,  während  jetzt  der  Wert  von  x  und  y  aus  dem  Glei- 
chungssysteme 

^iX  +  /3iy  =  1 , 

«2^  +  ßoij  =  1 

abgeleitet  werden  soll.  Da  die  letzteren  beiden  Gleichungen  aus 
den  beiden  vorhergehenden  durch  einfache  Vertauschung  der  Buch- 
staben ß  und  X,  sowie  ß  und  y  hervorgehen,  so  kann  durch  eine 
gleiche  Vertauschung  das  Resultat  der  einen  Aufgabe  aus  dem  der 
andei'u  abgeleitet  werden.  Gibt  mau  zu  diesem  Zwecke  den  Glei- 
chungen  11")   des  vorhergehenden   Paragraphen  die  Form 

Vi— Vi  -  «1  —  ^o 


a  = 


,     ß  = 


so  erhält  man  hieraus  in  der  angegebenen  Weise  als  Resultat  der 
jetzigen  Aufgabe: 

Durch   Ersetzung  von  a^  =  -  -,    ßi  =  j-   u.  s.  f.   gelangt  man  hier- 

von  zu  den  Gleichungen  2).  —  Bemerkenswert  ist  die  letztere  Ab- 
leitung insofern,  als  sie  ein  einfaches  Mittel  an  die  Hand  gibt 
die  auf  den  Durchschnitt  von  geraden  Linien  bezüglichen  Aufgaben 
auf  die  Lage  von  Punkten  in  einer  geraden  Linie  zm-ückzuführen. 
Aus  der  in  Nr.  10)  des  §  5  enthaltenen  Bedingung  für  die  Lage 
dreier  Punkte  in  einer  geraden  Linie  ei-hält  man  z.  B.  durch  die 
im  vorigen  enthaltene  Methode  als  Bedingungsgleichung  dafür,  daß 
drei  Gerade  durch  denselben  Punkt  hindurchgehen: 

ß  («l-f^'2)  +  ßl  K'— «)  +  1^2  («  —  «1)  =  0> 
Fort  u.  Schlömilch.  anal.  Geom.  I.  7.  Aufl.  3 
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oder  in  Determinantenform 

\a    ß     1 

3)  «1   ßr   1     =0. 

a,   ß,    1 

II.  Soll  der  Winkel  6  gefunden  werden,  den  zwei  gegebene 
Gerade  einschließen,  so  vorschiebe  man  beide  Linien  parallel  zu 
sich  selbst  in  einen  und  denselben  Punkt  der  a;- Achse,  wodurch 
ihre  gegenseitige  Lage  nicht  geändert  wird.  Sind  dann  u^  und  a, 
die  im  früher  festgestellten  Sinne  gemessenen  Winkel,  welche  beide 
Gerade  mit  der  a;-Achse  einschließen,  so  erhält  man  in  jedem  Falle: 

tan  «5=  +  tan  (nr^  —  Ug)  • 

Um  in  dieser  Gleichung  die  Richtungskonstanten  A^  und  Ä.^ 
der  beiden  Geraden  einzuführen,  beschi-änken  wir  uns  zunächst  auf 
rechtwinklige  Koordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung  die 
einfachsten  Beziehungen  zwischen  den  Konstanten  A^  und  A^  und 
den  Winkeln  a^  und  a^  stattfinden.  Dann  ist  tan  a^  =  A^  imd 
tan  a,  =  ylg  5  ^^"^  ®^  folgt  hieraus: 

Der  Doppelwert  von  tan  d  kann  hier  als  einem  spitzen  und  einem 
stumpfen  Winkel  zugehörig  betrachtet  werden,  und  gibt  somit  die 
von  den  beiden  Geraden  gebildeten  Nebenwinkel.  Wird  einzig  der 
spitze  Winkel  verlangt,  so  ist  dasjenige  Vorzeichen  zu  wählen, 
durch  welches  tan  6  einen  positiven  Wert  erhält.  —  Folgende  zwei 
Fälle  verdienen  besondere  Beachtung: 

u.  Ist  A^  =  -^21  ^0  ^iri  tan  d  =  0,  also  6  =  0  oder  6  =  180°, 
wodurch  wir  auf  die  schon  oben  besprochene  Bedingung  des  Pa- 
rallelismus zweier  Geraden  zurückgeführt  werden. 

ß.  Wenn  1  -}-  A-^^A^  =  0,  w'obei  nicht  gleichzeitig  A^  =  A^ 
sein  kann,  so  wird  tan  8  =  oc,  also  6  =  90^;  die  beiden  Linien 
durchschneiden  sich  daher  rechtwinklig.    Man  findet  dann: 

d.  h.  zwei  Gerade  stehen  senkrocht  aufeinander,  wenn  bei  Anwen- 
dung von  rechtwinkligen  Parallelkoordinaton  ihren  Kichtungskon- 
stanten  reziproke  Wei-to  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  zukommen 
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odfi-  (las  l'iiMlukt  der  licidcii  K'ic  lituiigskonstanton  der  negativen 
Einheit  gleicli   ist. 

Setzen   wir,  .sobald  die  (llcichungeii   der  beiden  Geraden  in  der 

l'onn )    =1    und        -)-  ■     =  1  gegeben  sind,  nach  §  5  Nr.  4) 

■A-i  =  —  -  iiiul  -12^=  —  "  ,  So  gellt  die  iJeilinguiig.sgleichung  für 
den   rechtwinkligen   Durtb.sohnitt  in   a^a.,  -]-  h^h^  =  0  über. 

III.  Es  soll  die  (ileichimg  einer  (ieraden  gefunden 
werden,  die  durch  einen  Punkt  x^i/^  geht  und  eine  ge- 
gebene Gerade  y  =  Ax  +  ^ ''')  rechtwinklig  durchschneidet. 

Da  die  Gerade  durch  den  Punkt  x^y^  gehen  soll,  so  muß  ihre 
Gleichung  die  Form  von  Nr.  7)  des  vorigen  Paragraphen  besitzen. 
Nach  der  zweiten  gegebenen  Bedingung  erhält  die  Richtungskon- 
stante  den  Wert  —       •   die  gesuchte   Gleichung  ist  daher: 

6)  //-;!/i  =  -^-(^-•'^■l)• 
Weun  insbesondere  die  gegebene  Gerade  durch  den  Koordi- 
natenanfang geht  und  den  Winkel  a  mit  der  rc- Achse  bildet,  der 
gegebene  Punkt  aber  in  einem  Abstände  d  vom  Koordinatenanfange 
auf  der  Geraden  selbst  liegt,  so  ist  ^  =  tanc<:,  und  da  d  und  a 
die  Polarkoordinaten  des  gegebenen  Punktes  darstellen,  a\  =  d  cos  c-, 
iß^  =  d  sin  « ;   man   erhält  also: 

y  —  d  sin  a  =  —  ,  (x^  d  cos  a) , 

tan  u  ^  -" 

oder  nach  Multiplikation  mit  sin  a  und  einigen  UmfoiTnungen : 

7)  cos  a  ■  X  -\-  sin  a  •  y  —  d  =  0  .**) 

Wir  haben  hiermit  eine  neue  Form  der  Gleichung  der  Ge- 
raden gefunden;  die  Gerade  ist  dabei  durch  ihren  Abstand  vom 
Ursprünge,    der    immer    positiv    zu    rechnen    ist,    und    durch    den 


*)   Wir   bedienen   uns  von  hier  an  der  Abkürzung,   eine  Linie  mit 
ihrer  Gleichung  zu  benennen. 

**)  Wird  der  mit  der  ?/-Achse  gebildete  Winkel  90"  —  a  mit  §  be- 
zeichnet, so  geht  die  Gleichung  in 

cos  a  ■  X  -{-  cos  ß  ■  y  =  d 
über.     Die  Richtigkeit  hiervon   ist  leicht  auch  für  schiefwinklige  Koor- 
dinaten zu  bestätigen. 

3* 
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Winkel  charakterisiert,  den  das  vom  Ursprünge  auf  die  Gerade  ge- 
fällte Lot  mit  der  positiven  Hälfte  der  Abscissenachse  ein.schließt. 
Ist  die  Gerade  insbesondere  parallel  zu  OY  und  schneidet  sie 
die  negative  Hälfte  der  Abscissenachse,  so  ist  u  =  180*^.  und  die 
Gerade  hat  die  Gleichung 

—  X  —  fZ  =  0  ,  d.  i.  X  =  —  d  ; 

ist  die  Gerade  parallel  zur  Abscissenachse  und  schneidet  sie  die 
negative  Hälfte  der  Ordinatenachse,  so  ist  a  =  21  (f,  und  daher 
die   Gleichung 

—  p  —  d  =  0  ,  d.  i.  y  =  —  d . 

Wegen  ihrer  großen  Verwendbarkeit  bezeichnet  man  die  Gleich- 
ung 7)  als  die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden.  Ihr  Zu- 
sammenhang mit  der  Gleichungsform 

8)  "  +  f  =  1 

■'  ab 

ergibt  sich  leicht  aus  der  Figur.  Ist  ON  =  d  (Fig.  13)  nonnal 
auf  T,  so  ist 

cos  cc '  sin  a 

Setzt  man  dies  in  8)  und  multipliziert  dann  mit  d,  so  geht 
8)   in   7)  über. 

Aus  fi  ,  d 

cos  a  =  —  ,      sm  K  =   , 
a  '  0 

erhält  man,  indem   man   quadi'iert  und   addiert, 
also  ist 


9) 


=y^ 


d  - "'' 


6 


Liegt  der  Winkel  «  im  1.,  2.,  3.,  4.  Quadi-anten,  so  ist  die 
zwischen  den  Koordinatenachsen  enthaltene  Strecke  der  Geraden 
in  X(}Y,  YOX',  X'OY'.  Y'OX'  enthalten;  bieraus  geht  hervor, 
daß  cos  ß  mit  6,  sin  «  mit  a  in  Bezug  auf  das  Vorzeichen  über- 
einstimmt. In  den  Formeln  9)  sind  daher  die  Quadratwurzeln 
positiv  zu   iu>liincn. 
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Fig.  13. 


IV.    Die    Entfernung   eines  Punktes   J\y^    von    der  Ge- 
raden cos  «  •  ./•  -f  sin  a  ■  1/  —  d  =  0  soll  berechnet  werden. 

Legt  man  durch  den  Punkt  x^y^  eine  Parallele  'J\  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  7',  so  ist  der  Winkel,  den  das  Lot  ON^  dieser 
Parallelen  mit  OX  einschließt,  ent- 
weder a  oder  a  +  180°,  je  nach- 
dem O  außerhalb  oder  innerhall) 
des  zwischen  den  beiden  parallelen 
Geraden  enthaltenen  Teiles  der  Ebene 
liegt.  Ist  f?^  der  Abstand  des  Ur- 
sprungs von  T^ ,  und  Pi  der  gesuchte 
Abstand  des  Punktes  P^  von  der 
Geraden  T,  so  ist  im  ersten  .Falle 
j>j  =  d  —  rfj ,  im  andern  p^  =  cl  -\-  f/j ; 

nach  diesen  Formeln  ergibt  sich  j)^  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  Pj  mit  dem  Ursprünge  auf  derselben  Seite 
von   S  liegt  oder  nicht. 

Ln  ersten  Falle  bildet  d^  mit  der  a;- Achse  den  Winkel  a; 
daher  ist  die  Gleichung  der  Geraden   2\ 

cos  ß  •  :c  -j-  sin  a  ■  y  —  c?^  =  0 , 

im  andern  Falle  ist  der  bezeichnete  Winkel  von  a-  um  180*^  ver- 
schieden und   daher  die  Gleichung  von   Pj 

—  cos  a  ■  X  —  sin  a  ■  y  —  d^  =  0 . 

Da  Pi  auf  Pj  enthalten  ist,  so  wii-d  der  Gleichung  von  x^y^  ge- 
nügt; folglich  ist 

d^  =  cos  a  •  a'i  +  sin  a  •  y^ ,     bez.  =  —  cos  a  ■  .r^  —  sin  cc  ■  y^. 
Hieraus  ergibt  sich  gleichmäßig  für  beide  Fälle 

10)  l>i  =  —  (cos  cc  ■  x^  +  sin  a-y-^  —  d). 

Der  AVert,  den  die  linke  Seite  der  Xormalgleichung 
einer  Geraden  für  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes 
der  Ebene  annimmt,  ist  dem  Abstände  des  Punktes  von 
der  Geraden  entgegengesetzt  gleich. 

Ist  die  Gleichung  von   P  in  der  Form  gegeben 

y  =  Ax^h, 
so  bemerken  wii-,  daß  der  Winkel,  den  die  Gerade  mit  der  Abscissen- 
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achse   einschließt,   und  dessen  Tangente   die  Kichtungskonstante  A 
ist,  sich  um  90*^  von  u  unterscheidet.     Daher  ist 

tan  (a±[)0^)  =  A, 
woraus  folgt 

1  A 

cot  ß  =  —  A  ^     sm  a  =  X ,     cos  a  = 


Setzt  man  diese   Werte  in  2h   ein,   so   erhält  man 

Hieran  schließen  sich  noch  folgende  Betrachtungen. 

Die  lineare  Funktion  cos  u  ■  x  -\-  sin  a  ■  i/  ~  cl ,  die  wir  zur 
Abkürzung  mit  dem  Buchstaben  T  bezeichnen  wollen,  hat  für  jeden 
Punkt  der  Ebene  einen  eindeutig  bestimmten  Wert.  Sie  ver- 
schwindet für  alle  Punkte  einer  durch  die  Größen  d  und  «  be- 
stimmten Geraden,  die  durch  die  Gleichung  I  =  0  analytisch 
definiert  ist.  Für  jeden  nicht  auf  dieser  Geraden  enthaltenen 
Punkt  P  nimmt  sie  einen  von  Null  verschiedenen  positiven  oder 
negativen  Wert  an. 

Ändert  P  seine  Lage  auf  der  Ebene  stetig,  indem  P  von  einer 
Ausgangslage  Q  bis  zu  einer  Endlage  B  sich  z.  B.  entlang  einer 
geraden  Linie  bewegt,  so  ändert  sich  auch  die  Funktion  T  stetig. 
Soll  daher  I  für  die  Koordinaten  von  Q  und  P  Werte  von  ver- 
schiedenen Vorzeichen  haben,  so  muß  für  einen  Punkt  der  Strecke 
QR  die  Funktion  T  verschwinden,  d.  h.  die  Strecke  QP  muß  die 
Gerade   T  =  0  durchschneiden. 

Alle  Punkte,  die  mit  Q  (oder  mit  P)  auf  derselben  Seite  von 
1  =  0  liegen,  können  mit  Q  (bez.  mit  P^  durch  Linien  verbunden 
werden,  die  T=0  nicht  schneiden,  daher  folgt,  daß  die  Funk- 
tion 2  für  alle  Punkte,  die  auf  derselben  Seite  von  T=0 
liegen,  dasselbe  Vorzeichen  hat,  für  Punkte  auf  verschie- 
denen Seiten  dagegen  ungleiche  Vorzeichen,  und  um- 
gekehrt. 

Hiermit  stimmen  die  geometrische  Bedeutung  der  Funktion  T 
und  die  oben  füi*  p■^^  gegebene  Vorzcichenbestimmung  überein. 

Soll  die  Untersuchung  über  den  von  zwei  Geraden  eingeschlos- 
senen   Winkel     auf    sehiefwinkliwe     Koordinaten     ausgedehnt 
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werden,  so  sind  zunächst  unter  JJeihchaltung  der  früheren  Bezeich- 
nungen die  Winkel  a^  und  a.,  durch  die  llichtungskonstanten  ^j 
und  A.,  auszudrücken.  Nach  der  in  Nr.  2)  des  §  5  gefundenen 
l\)rinel  ist,  sobald  der  Koordinatenwinkel  mit  co  bezeichnet  wird, 
mit  Kücksicht   auf  die  Bedeutung  des  dort  angewendeten  Winkels  ß 

die  Konstante  A  =    . — ; .   zu   setzen.     Wird   hierin    der  Nenner 

sm  (o)  —  a) 

entwickelt  und  Zähler  und  Nenner  dmxh  cos«  dividiert,  so  entsteht: 

tan  a 

sin  Cd  —  tan  a  cos  to  ' 

woraus  man  leicht  zu  dem  Resultat  gelangt: 

A  sin  CO 
12)  tana' 


1  -f  J.  cos  a 

Unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  tan  d  =  +  tan  («^ — c^):  so- 
wie  von  Nr.  12)   folgt  nun: 

tan  ßj  —  tan  a^ 


tan  ö  =  + 


—  1  -|-  tan  «j  •  tan  a^  ' 

,                       A.  sin  w  ^  A^  sin  m 

tau  ch  =  ;,    ,   -. ,     tan  «.,  = 


1  -\-  Aj^  cos  a»  '  -        1  -{-  Aa  cos  CO 

Durch   Einsetzung    der   beiden    letzten   Werte    in    die    ei'ste    dieser 
Gleichungen  entsteht: 

1Q\  +       ^         1  {A^—A,)  sin  CO 

13)  tan  d  =  +  ,— rv^i — ,    a  \  r^i — r" 

^  —  1  +  (J-i  -\-  J-2 )  cos  co-\-  A^A^ 

Wird  hierin  der  Zähler  =  0  gesetzt,  so  erhält  man  für  den 
Fall  des  Parallelismus  wieder  die  schon  früher  als  allgemein  gültig 
erkannte  Foi*mel:  A^  =  A^.  Sollen  dagegen  die  Geraden  senk- 
recht aufeinander  stehen,  so  erwächst  für  diesen  Fall  die  Be- 
dingungsgleichiing : 

14)  1  +  (A^  +  A.^  cos  CO  +  A^A^  =  0 . 

Mit  Einführung  dieses  Resultates  können  die  im  vorhergehen- 
den unter  III.  und  IV.  gestellten  Aufgaben  für  schiefwinklige  Koor- 
dinaten gelöst  werden.  Wir  unterlassen  diese  etwas  umständ- 
licheren Rechnungen,  da  das  Vorhergehende  hinreichen  wird,  die 
üljerzeugung  zu  gewähren,  daß  für  derartige  Aufgaben  die  An- 
Avendung  rechtwinkliger  Koordinaten  zu  größerer  Einfachheit  führt. 
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§  7.    Die  allgemeine  Gleichung  des  ersten  Grades. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  angewendeten  Gleich- 
ungsformen der  geraden  Linie  besitzen  sämtlich  das  gemeinschaft- 
liche Merkmal,  daß  sie  in  Beziehung  auf  die  veränderlichen  Parallel- 
koordinaten dem  ersten  Grade  angehören.  Es  würde  zui*  Bestätigung 
dieser  Bemerkung  vollkommen  ausreichen,  wenn  sie  sich  für  irgend 
eine  Lage  der  Geraden  gegen  das  Koordinatensystem  als  richtig 
erwiese.  Von  den  für  einen  solchen  besonderen  Fall  gefundenen 
Relationen,  z.  B.  den  für  die  Achsen  selbst  geltenden  x  =  0  und 
^y  =  0 ,  gelangen  wir  nämlich  zu  den  auf  jede  andere  Lage  bezüg- 
lichen Gleichungen  mittels  der  in  §  -4  aufgestellten  Änderungs- 
formeln.  Da  nun  letztere  selbst  ersten  Grades  sind,  so  kann,  wenn 
man  sie  mit  der  Gleichung  der  Geraden  in  Verbindung  bringt, 
nach  einem  bekannten  Satze  der  Algebra  hierdurch  der  Grad  dieser 
Gleichung  nicht  abgeändert  werden*).  Lii  vorliegenden  Falle  ist 
es  übrigens  nicht  nötig,  er.st  diese  allgemeine  Bemerkung  heran- 
zuziehen, da  die  für  die  gerade  Linie  aufgestellten  Gleichungen 
sich  bereits  als  allgemein  gültig  erwiesen  haben.  —  Es  eriibrigt 
noch  die  wichtige  Frage,  ob  die  Wechselbeziehung  zwischen  den 
Eigenschaften  einer  geraden  Linie  und  einer  Gleichung  ersten  Grades 
für  die  Veränderlichen  x  und  y  eine  so  innige  ist,  daß,  so  oft  sich 
eine  Gleichung  dieser  Art  vorfindet,  dieselbe  als  einer  geraden 
Linie  angehörend  betrachtet  werden  kann.  Untersuchen  wii-  zu 
diesem  Zwecke  die  allgemeinste  iForm  einer  Gleichung  ersten  Grades 
zwischen  zwei  veränderlichen  Größen. 

Jede  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  x  und  y  kann,  wenn 
man  die  mit  gleichen  Faktoren  versehenen  Glieder  in  eines  zu- 
sammenfaßt, auf  die  Form 


1)  Ax  +  B>j-\-  C  =  0 


*)  Es  leuchtet  sofort  ein,  daß  durch  Anwendung  der  dem  ersten 
Grade  angehörenden  Änderangsformeln  der  Grad  einer  algebraischen 
Gleichung  nicht  erhöht  werden  kann;  eine  Erniedrigung  in  der  Art, 
daß  etwa  alle  Glieder  höheren  Grades  in  Wegfall  kämen,  ist  aber  des- 
halb nicht  möglich,  weil  dann  bei  der  Kückkebr  zum  ursprünglichen 
Systeme  eine  Erhöhung  eintreten  müßte. 
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gebracht  werden,  worin  A,*)  li  und  C  beliebige  zwischen  —  oo 
und  +  (X)  gelegene  bestündige  Koeffizienten  ausdrücken,  von  denen 
nur  A  und  B  nicht  gleichzeitig  verschwinden  düi-fen.  Betrachten 
wir  jetzt  drei  Punkte  xy,  x^y^^  x^y^,  deren  Koordinaten  sämtlich 
dieser  Cileiclmng  Genüge  leisten  sollen,  so  gelten  für  dieselben 
folgende  Bedingungen: 

Ax  +  By  +  C  =  0, 

Ax^^  By^+  <7  =  (), 

Ax^^+  By.^+  C  =  0, 
aus  denen,  wenn  man  die  erste  mit  x^  —  iTo,  die  zweite  mit  x.y  —  x, 
<lie    dritte    mit  x  —  .r^    multipliziert,    und    die    drei   hierdurch   er- 
haltenen Gleichungen  addiert,  das  Resultat 

B  [  y  (^1  —  a-g)  +  yi  (x.^  —  x)  -\-  y.2  (x  —  x^) }  =  0, 
oder  bei  geänderter  Anordnung  der  Glieder: 

2)  B  {  X  (;y,  -  y/,)  +  x,  (//,  -  y)  +  x,  (y  -  y,)}  =0 

hervorgeht.  In  gleicher  Weise  erhält  man  durch  Multiplikation 
der  ersten  Gleichung  mit  y.2  —  v/^,  der  zweiten  mit  y  —  y,,  der 
dritten  mit  y^  —  ?/,  und   nachfolgende  Addition: 

3)  A{x (?/i  —  ?/,)  +  x^  (^2  —  y)  +  x^iy  —  2/i)  }  =  0. 

Da  nun  wenigstens  eine  der  Größen  A  und  B  von  0  verschieden 
sein  muß,  so  kann  dem  Zusammenbestehen  der  Gleichungen  2) 
und   3)  nur  genügt  werden,  wenn 

^  (h  —  y-i)  +  ^1  (^2  —  y)  +  %  (^  —  Vx)  =  0 

ist,  d.  h.  nach  der  geometrischen  Bedeutung  von  Nr.  7)  im  §  3, 
wenn  die  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Da  dies 
für  je  drei  Punkte  gilt,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  l)  Ge- 
nüge leisten,  so  gehört  diese  selbst  einer  geraden  Linie  an. 

Wenn  die  Lage  aller  Punkte  einer  Linie  durch  eine  algfe- 
braische  Gleichung  u^^^  Grades  zwischen  den  veränderliehen  Parallel- 
koordinaten   bestimmt    ist,    so    \\\y(\.    diese  Linie    selbst    eine  Linie 


*)  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  daß  diese  Konstante  A 
im  allgemeinen  nicht  mit  der  Richtungskonstante  der  geraden  Linie 
verwechselt  werden  darf.  Ausgenommen  i^^t  der  einzige  Fall,  wenn 
JB  =  —  1  und  C  ^  6,  in  welchem  die  obige  Gleichung  1)  mit  Nr.  3)  im 
§  5  identisch  wird. 
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^ter  Ordnung  genannt*).    Die  Gerade  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
die  einzige  Linie   erster  Ordnung**). 

Die  in  Nr.  l)  aufgestellte  allgemeinste  Gleichungsform  aller 
Linien  erster  Ordnung,  d.  h.  aller  Geraden,  läßt  sich,  wenn  man 
beiderseits  durch  eine  der  drei  beständigen  Größen  -4,  5,  C  (die 
aber  von  0  verschieden  sein  muß)  dividiert,  immer  so  umgestalten, 
daß  sie  nur  noch  zwei  Konstanten,  d.  i.  zwei  der  zwischen  Ä.  B 
und  C  bestehenden  Verhältnisse,  in  sich  enthält.  Diese  beiden  Ver- 
hältnisse müssen  entweder  unmittelbar  gegeben  sein,  wenn  sich 
die  Gleichung  auf  eine  bestimmte  Gerade  beziehen  soll,  oder  es 
sind  dieselben  aus  zwei  voneinander  unabhängigen  Bedingungen 
zu  berechnen.  So  führt  die  analytische  Untersuchung  darauf  zu- 
rück, daß  eine  Gerade  unter  anderem  durch  ihr.'  Eichtung  und 
einen  Punkt,  durch  zwei  ihrer  Punkte  u.  s.  f.  vollständig  bestimmt 
ist.  —  Soll  demnach  an  einer  gegebenen  Gleichung  ersten  Grades 
die  Untersuchung  geführt  werden,  ob  sie  für  ein  bestimmtes  Pa- 
rallelkoordinatensystem zu  einer  gegebenen  Geraden  gehört  oder 
nicht,  so  muß  es  nach  dem  Vorhergehenden  ausreichen,  zu  diesem 
Zwecke  an  zwei  Punkten  der  Linie  die  Probe  zu  machen.  Es 
folgt  hieraus,  daß  eine  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  den  Vei*- 
änderlichen  x  und  y  den  Koordinaten  aller  Punkte  einer  geraden 
Linie  Genüge  leistet,  sobald  dies  bei  zweien  dieser  Punkte  geschieht. 
Wäre  z.  B.,  um  an  einen  bereits  behandelten  Fall  anzuknüpfen,  die 
Gleichung 

-  +  f   =  1 
a         0 

nicht  bereits  als  die  einer  Geraden  l)ekannt,   welche  auf  der  .r-  und 

y- Achse    die    Strecken    a    und   h    abschneidet,    so    wüi'de    dies    ohne 

weiteres   daraus   folgen,  daß    sie    als  Gleichung   ersten  Grades   den 

Durchschnittspunkten  der  vorher  erwähnten  Linien   mit  den  beiden 

Koordinatenachsen  entspricht. 


*)  Die  Berechtigung,  eine  Linie  nach  dem  Grade  ihrer  Gleichung 
zu  benennen,  erwächst  daraus,  daß  nach  der  im  Eingange  dieses  Para- 
graphen gemachten  Bemerkung  der  Grad  der  für  eine  besondere  Lage 
des  Koordinatensystems  gefundenen  Gleichung  auch  bei  Änderung  dieser 
Lage  gewahrt  bleibt  und  der  Linie  selbst  als  ein  beständiges  Merkmal 
anhaftet. 

**)  Mit  lU'/ioliung  hierauf  li;it  eint-  (ilriohnng  ersten  Grades  zwischen 
veränderlichen  Zahlen  den  Namen  lineare  Glcicluing  erhalten. 
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Wir  werden  nun  piiiij^e  liesonders  wichtige  Lagenbeziohungen 
/wisclien  (ieraden  aus  den  lieziehungen  allgemeiner  Gleichungen 
ersten   (irades   kennen   lernen, 

T.    Wenn    die   ( Jleii'liiingen 

1)  Äx  +  Elf   +  C  =  0, 

2)  A^x  +  B^if  +  C\  =  0 

einen  geometrischen  Sinn  haben  sollen,  so  dürfen  weder  A  und  7?, 
noch  auch  A^  und  IJ^  zugleich  Null  sein.  Unter  der  Voraus- 
setzung yl  :^  0  multiplizieren  wir  die  zweite  Gleichung  mit  A-.A^^ 
wodurch  ihre  geometrische  Bedeutung  nicht  geändert  wird;  wir 
erhalten  eine   Gleichung  von   der  Form 

3)  Ax^  B^y  +  C2  =  0. 

Die  Geraden  1^  und  3)  sind  parallel,  wenn  ihre  Richtungs- 
konstanten gleich  sind,  d.  i.  wenn 

A:B  =  A:B.^, 

also   wenn  B^  =  B. 

Multiplizieren  wir  ferner  unter  der  Voraussetzung  i?  ^  0  die 
Gleichung   2)   mit  B :  A^,  so   ergibt  sich   die  Form 

4)  Bx  +  7/3//  +  C,  =  0. 

Sollen  1)  und  4)  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  so 
muß  das  Produkt  der  Richtungskonstanten  —  1   sein,  d.  i. 

B,     B  ^' 

Avoraus  folgt 

B,  =  -A. 

Daher  hat  man  den  sehr  verwendbaren  Satz:  Die  Parallelen  bez. 
die  Lote  der  Geraden 

Ax  +  By  +  C  =  0 
haben  Gleichungen   der  Form 

Ax  +  By  +  C'o  =  0, 
bez. 

Bx  ~  Ay  -[-  63  =  0, 

wobei   C.2  und   C^  ganz  beliebige  Zahlen  sind. 
II.  Wenn  man  die  linearen  Funktionen 

A^x  +  B^y  +  C^  und  A.^x  +  B.,y  +  C, 
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der  Reihe  nach  mit  beliebigen  Zahlen  m.^  und  »Hg  multipliziert 
und  addiert,  so  erhält  man  eine  neue  lineare  Funktion;  setzt  man 
diese  gleich  Null,  so  hat  man  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  zu 
den  Geraden 

A^x  +  B^y  +  C'i  =  0  und  A^x  +  B.^y  +  C,  =  0 
in    einem    sehr    einfachen    Zusammenhange    steht.     Bezeichnen    wir 
der   besseren  Übersicht   wegen    die    gegebenen  Funktionen   mit  den 
Buchstaben    T^    und    T^,   sodaß    also,    unter  Anwendung  des  Iden- 
titätszeichens ^, 

T,^A,x^B,>,+  C\, 

^  T,  =  A,x^B,!j+C„ 

und  die  aus  beiden  zusammengesetzte  Funktion  mit  T,  sodaß 

6)  T  =  nij^T^  +  rn^T^, 

so  handelt  es  sich  um  die  drei  Geraden 

7  j  Ti  =  0,     T2  =  0,     T=  m^  Ti  +  m.^  T^  =  0. 

Für  die  Koordinaten  des  Schnittpunkts  der  ersten  beiden 
Geraden  ist  1\  =  Tg  =  0,  mitbin  verschwindet  für  sie  auch  die 
Funktion  m^2\  -\- ni^T^-^  hieraus  folgt:  Sind  m^  und  dl-,  ganz 
beliebige   Zahlen,  so  enthält  die  Gerade 

T  =  ni^  T^  +  wio  ^2  =  '^ 
den    Schnittpunkt    der    Geraden    7\  =  0    und    T.,  =  (».      Mau 
sagt    alsdann,    daß    die    drei  Geraden   Tj  =  0,   1^  =  0   und   2' =  0 
ein   Strahleubüschel  bilden  und  nennt  den  gemeinsamen  Punkt 
den  Träger  des  Büschels. 

Die  Funktionen  2\  und  T^  erhalten  die  Nonnalforai,  wenn 
man  sie  durch  YA^^  -\-  B^  bez.  Y A^^  -f  7?^,- dividiert;  dividiert  man 
T  durch  m^Y A^'^  -\-  2?^^,   so   ergibt  sich 

^       y^r^+A'    /«,>ar+5r  VA,^+B\ 

Sind  p.^  und  p.^  die  Abstände  irgend  eines  Punktes  /'  der  Ge- 
raden  7'=  0  von   7'^  =  0  und   T.-,  =  0,    so    ist    nach    ^  (>.   Nr.   10 


i/:4\*+w.^     -       yA-4-J?,' 

Wie    Figur   11    lehrt,  ist  das    Sinusverhältuis,    in    dem   T=0  den 
Winkel   der   Geraden    1\  =  0    und   7'o  =  0   teilt,    gleich    dem   Ver- 
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hältnisse  p^  -.ji.^,  woljci  das  Siimsti-ilvfi-liäUnis  jxj.sitiv  oder  negativ 
zu  nohtnen  ist,  je  iiachdein  J'  mit  dem  Nullpunkt  in  deinsflljcii 
Scheitelwinkelpaare  liegt  oder  nicht.  Aus  8) 
folgt   nun:    Die   (ierade 

T^m/I\  +  ^2^2  =  0 
teilt   den   Winkel   '-l\T.2    im  Sinusver- 
hältnisse 


sinT,  T 
sinTTV 


»jjV^iä  +  Pi' 


Sind   insbesondere    T^    und    Yg    Xor- 
malformen,    und   bezeichnet   man   »Hol»*!    mit    — A,    so    hat  mau 
einfacher:  Die  Gerade 

7'=T,  -IT.,  =  0 
teilt  den  Winkel   'I\T.2  im  Sinusverhältuisse  X. 

Nimmt  mau  A  =  +  1,  so  erhält  mau  die  Gleichungen  der 
beiden  Halbierenden  der  vier  Winkel  'J\T.,,  und  hat  daher:  Die 
Gleichungen  der  Winkelhalbierenden  der  Geraden  T^  ^  0 
und   To  =  0   sind,  wenn   T-^^   und   T.,   Normalform  haben, 

T^  —  T.,  =  0  uud  y;  +  i\,  =  0. 

III.  Sind  1\  =  0,  T,  =  0,  T.^  =  0  drei  Gerade,  die  keinen 
genaeinsamen  Punkt  haben,  so  ist  . 

9)  T  =  ni^T^  +  m^T,_  +  m^T^  ^  i) 

im  allgemeinen  die  Gleichung  einer  bestimmten  Geraden,  deren 
Lage  von  den  Geraden  T^  =  0,  T.,  =  0,  T^  ^  0,  und  von  den  Ver- 
hältnissen m^  :  w<2  :  tn^  abhängt.  Eine  Ausnahme  tritt  nur  in  dem 
besonderen  Falle  ein,  wenn  die  Fimktion  T  identisch  verschwindet. 
Dann  wird  die  Gleichung  9)  von  jedem  Punkte  erfüllt;  setzt  mau 
nun  insbesondere  in  9)  die  Koordinaten  des  Schnittpunkts  von  Tj^  =  0 
und  Tg  =  0,  so  geht  aus  der  Gleichung  hex-vor 

'«3^3  =  0; 
folglich  liegt  der  Schnittpunkt  von   1\  =  0  und   To  =  0    auch  auf 
Tg  =  0.      Dies    ergibt:    Gibt    es    zu    den    drei   linearen    Funk- 
tionen Tj,  To,  Tg  drei  Zahlen  m^^  }«.,,  m.^,  so  daß  die  Iden- 
tität hergestellt  wird 

m^  1\  +  w?2  ^2  "H  "'s  ^3  ^  ö- 
so  haben  die  Geraden 
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T^    =    0,        '1\,    =    0,        Yg    =    0 

einen   gemeinsamen  Punkt. 

Man  überzeugt  sich  leicht  mit  Hilfe  von  IL,  daß  auch  die 
Umkehrung  gilt.  Dies  Kennzeichen  dafür,  daß  drei  Gerade  einen 
Punkt  gemeinsam  haben,  ist  oft  bequemer  anzuwenden,  als  das  auf 
Seite  38  gegebene,  mit  dem  es  in  einem  sehr  leicht  erkennbaren 
Zusammenhange  steht. 

§  8.    Aufgaben. 
I.   Es    ist    der  Ort  der  Punkte   zu  bestimmen,    die  von 
zwei  gegebenen  Punkten   1\  I\,  gleiche  Abstände  haben. 
Ist  F  ein   Punkt  des  gesuchten   Ortes,  so  ist 

also 

{x  -  x^f  +  (y  -  PiY  =  (^  -  ^'2)'  +  Ü  -  ^if' 
Entwickelt  man,  so  fallen  die  Quadrate  der  laufenden  Koordinaten 
weg,  und  es  verbleibt  die  lineare  Gleichung 

1)  2  {x,  -  X,)  x-V2{y,-  y,)  y  -  {x.^  -  x,')  -  {^^  -  y^')  =  0. 
Der  Ort  ist  daher  eine  Gerade.      Setzt  man 

X  =  \  (x^  +  a^i),    z/  =  Y  (^2  +  lli\ 
so   wird   die   Gleichung   l) 'erfüllt;   folglich  enthält    die   Gerade   den 
Mittelpunkt   der  Strecke  P^  Pg.     Die  Gleichung  der  Geraden  PjP, 
ist  bekanntlich 

Die  Richtungskonstanten  von   l)  und  2)  sind 

_  ^^  ~^i-  und    -^--^^»  • 
Vi— Vi  x^—x. 

Hieraus  folgt  (§  6  Nr.  5),  daß  der  verlangte  Ort  senkrecht  zur 
Geraden  P^P.,  ist.  Somit  ist  l)  als  die  Gleichung  des  Mittel- 
lots der  Strecke  PiPo   erkannt. 

Die  Gleichungen  der  Mittellote  der  Seiten  des  Dreiecks  x^y^, 
x^y-j.^  ^'ay-i  sind 

2  (^2  -  a-j)  a-  +  2  (2/0  -  yt)  y  -  jy  +  -'i-  -  .vg^  +  »/r  =  0, 

2  (a-g  -  x^)  a;  +  2  {r^  -  y^)  y  -  .»3-  +  .Jo-  —  ^3-  +  yf  =  0, 

2  (a'i  —  x^)  X  -\-  2  (.Vi  —  y»)  y  —  .'i-  +  ^'s'  —  .Vi"  +  y»'  =  ^• 

Die    Summe    der    linken   Seiten    verschwindet    identisch;    uu\n    bat 
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Fig.  15. 


damit  analytisch   den  Satz  gefunden,  daß   die  Mittidloto   der  Sfiten 
eines  Dreiecks  einen   gemeinsamen  Punkt  haben. 

II.  Durch  die  drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  ABC 
(Fig.  lä)  sind  drei  in  einem  Punkte  0  sich  schneidende 
Gerade  AI),  BE,  CF  gezogen.  Es  soll  untersucht  werden, 
in  welchem  Verhältnisse  hierbei  eine  der  drei  Dreiecks- 
seiten geteilt  wird,  wenn  die  Teil  ungsverhiiltnisse  der 
beiden  andern  Seiten  bekannt  sind. 

Wir  wählen  CB  als  a:'- Achse  und 
CA  als  //-Achse  eines  Parallelkoordi- 
natensystems mit  dem  Anfangspunkte 
C  und  gebrauchen  die  Bezeichnungen: 
CB  =  a,  CA  =  h,  CD==a^  CE  =  h,. 
Die  Geraden  AD  und  BE  haben  dann 
die   Gleichungen: 

^^  +  -^-  =  1      -^-  + 

Wird  die  zweite  von  der  ersten  subtrahiert,  so  entsteht: 
{a  —  ay)x        (b  —  fei)?/ 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  mit  AD  und  und  BE 
den  Durchschnittspunkt  0  gemein  hat  und  die,  weil  in  ihr  x  und  ?/ 
gleichzeitig  Null  werden,  durch  den  Koordinatenanfang  geht,  oder 
mit  anderen  Worten:  es  ist  die   Gleichung  von   CF. 

Bezeichnet   man   das    Teilverhältnis   AF:FB   mit  A   und    be- 
achtet, daß  A  die   Koordinaten  0,6,  und   B   die   Koordinaten   a,  0 
hat,  so  folgt  für  die  Koordinaten  von   F  nach  §  3,  IV 
_     Xa  _      h 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  von  CF  ein,  so  muß  sie  erfüllt 
werden;   man   erhält 

a  —  a,    ,        fe  —  fej 


y 


=  1. 


=  0. 


X  — 


=  0, 


«1  K 

Avoraus  für  das  verlangte  Verhältnis   X  oder  AF-.FB  folgt: 

fe  — fe,     a  —  a,         EA     DB 


AFiFB  = 


a,  CE'  CB 

Sind    z.  B.    CA   und    CB   in    den    Punkten  E  und  D  halbiert,    so 
wird    auch  AF=FB,    was    zu    dem    bekannten   Satze  führt,    daß 
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Fig.  16. 


die   drei   Mittellinien   eines  Dreiecks   (die  Geraden   von   den 
Eckpunkten    nach    den    Mitten    der    Gegenseiten)    sich    in    einem 
Punkte  schneiden.  —  Bemerkenswert  ist   noch    folgende    Fomi, 
auf  Avekhe  die  obige  Proportion  gebracht  werden  kann: 
BI)     CE     AF 
i)C  '  EA  '  FB~ 
Sie    enthält    den    planimetrischen    Lehrsatz:    Werden    durch 
die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  drei  in  einem  Punkte  sich 
schneidende    Transversalen    gezogen,     so    teilen    sie    die 
Seiten  des  Dreiecks  in  drei  Verhältnissen,  deren  Produkt 
die  Einheit  ist. 

Man  beachte,  daß  entweder  alle  Seiten  innen  geteilt  wei-den, 
oder  zwei  außen,  die  dritte  innen,  im  Einklänge  damit,  daß  das 
Produkt  der  drei  Verhältnisse  positiv  ist. 

III.  Das  vollständige  Vierseit.  Hieininter  versteht  man 
die  Figur,  die  von  vier  Geraden  gebildet  wird,  die  nicht  zu  dreien 
einen  Punkt  gemein  haben;  die  Geraden  heißen  Seiten,  ihre  Schnitt- 
punkte Ecken  des  Vier- 
seits.  Das  Vierseit  ^4j£j, 
B^A^,  A^B.,,  B^A^  hat 
die  sechs  Ecken  A^  A.^  B^ 
B^  Cj  Co,  von  denen  ^j  und 
Ac,^  B^  und  ^o.  C\  und  C.^ 
einander  gegenüberliegen. 
Auf  jeder  Seite  liegen  drei 
o  Ecken,  z.  B.  auf  A.^  B^  die 
Ecken  A^,  B^,  C\.  Die  Ge- 
raden zweier  Gegenecken 
nennt  man  Diagonalen 
desvollständigenVicrseits ; 
ihrer  sind  drei,  ^4^.4^,  B^ 
7?o,C^r.,.  Das  von  ihnen 
gebildete  Dreieck  OQli  heißt  das  Diagonalendreieck.  Nimmt 
man  C^  B^  und  C^  A^  als  Achsen  eines  schiefwinkligen  Koordinaten- 
systems und  setzt  C^^A^  =  a^y  C^B^  =  lu^  Cy  Jio  =  b^,  C\  A^  =  h^, 
dann  haben  die  Geraden  .4^  Bc,,  B^  .4o,  A^A.,,  B^  11,  '^»?i"  Reihe  nach 
die  Gleichungen 

3)^  +  f=l,     5)^  +  /^=l. 
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Zählt   man    entweder   3)   und   4),    oder   5)    und  6)  zusammen  und 
teilt  durch   2,  so  erhält  man  beide   Male 


')      :(^,:)^+;(^,^)^=>- 


Dies  ist  daher  sowohl  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  den 
Schnittpunkt  von  A^B.^  und  A^l\,  als  auch  den  von  A^A.^  und 
7>\7)o  enthält,  d.  i.  der  Geraden  11 C.^.  Die  von  ItQ\  auf  der 
^•-Achse  abgeschnittene  Strecke  C^S  =  a  findet  man  daher,  wenn 
man  in   7)   >/  =  0  setzt;  es  ergibt  sich 

Hiernach  ist  CjS  das  harmonische  Mittel  aus  C\A^  und 
C^B^.     Setzt  man  in  7)  x  =  0,  /y  =  C^^T  =b^  so  folgt 

Es  ist  also  auch  C\'T  das  harmonische  Mittel  aus  C\B=,  und  C^^Ä.^. 
Aus  der  Gleichung  8)  folgt   für  die  Strecken  A^^S  und  SBj^: 

^  ^  «1  +  «S  «1  +  o,        ' 

daher  hat  man 

10)  Ci  A^  :C^Bi  =  A  '^' :  '^"  A- 

Dies  Paar  teilt  also  die  Strecke  A^B^  außen  und  innen  in  gleichem 
Verhältnisse.  Umgekehrt,  wenn  C\  und  *S'  die  Strecke  A^B^^  außen 
und  innen  in  demselben  Verhältnisse  teilen,  so  ist,  wenn  man  die 
obigen  Zeichen  verwendet, 

^1  •  ^2  =  (ö  —  «j )  :  («2  —  ")i 
und   hieraus   folgt   füi-   a    der  Wert  8),    es  ist   also  dann  C^S  das 
harmonische   ^Vlittel   aus    C\Ai    und    Cj^B^.      Aus    10)   folgt    durch 
Umstellung 

C]^  A.^ :  A^  S  =  C^  Bj^ :  SB^^. 

Wenn  also  C^  und  *§  die  Strecke  Ä^B^  harmonisch  teilen 
(d.  i.  außen  und  innen  in  gleichem  Verhältnisse),  so  wird  auch  C^  S 
von  A^  und  Bj^  harmonisch  geteilt,  es  ist  also  auch  Ä^B^  das 
harmonische  Mittel  aus  C^B^  und  SB^.  Aus  diesem  Grunde  ist 
die  Beziehung  der  Paare  A^B^  und  C^^S  wechselseitig,  man  nennt 
sie    daher  harmonisch   zugeordnet    oder    küi'zer   harmonisch. 

Fortu.    Schlömilch,  anal.  Geom.  I.    7.  Aufl.  i 
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Sollen  ^i-Bi  und  C\S  harmonisch  sein,  so  ist  durch  A^B^ 
lind  C\  der  vierte  Punkt  >S'  eindeutig  bestimmt,  da  er  A^  B^  in  dem 
bestimmten  Verhältnisse  C^A^:C^By  innen  teilt.  Wählt  man  in 
Fig.  16  die  Punkte  Ä^B^  und  den  äußeren  Punkt  C\  der  Strecke 
A^B^  ganz  beliebig,  ferner  ebenfalls  beliebig  C^  und  die  Richtung 
von  C\B^^  so  ist  die  Figur  vollständig  bestimmt.  Denn  durch 
C,,A^  und  CjB^  ergeben  sich  B.2  und  A^'^  aus  A^A.2  und  B^B^ 
folo-t  ferner  i?;  daher  muß  C^B  durch  den  bereits  bestimmt  ge- 
dachten Punkt  S  gehen,  C^S  kann  daher  auch  ohne  Verwendung 
von  A-^A.^  und  B^B.2  unmittelbar  durch  Verbindung  von  C^  mit  .S' 
hergestellt  werden;  hieraus  folgt  1\  imd  da  nach  9)  auch  B^B^ 
und  Cj^jT  harmonisch  sind,  so  ergibt  sich  der  Satz:  Die  harmo- 
nischen Paare  C^S  und  A^B^  werden  von  jedem  beliebigen 
Punkte  C\  aus  auf  jede  durch  C^  gehende  Gerade  durch 
harmonische  Paare  abgebildet.  Daß  dieser  Satz  auch  gilt, 
wenn  man  zur  Abbildung  eine  beliebige,  nicht  dm-ch  C^  gehende 
Gerade  benutzt,  erkennt  man  mit  Hilfe  des  keiner  weiteren  Be- 
merkung bedürftigen  Hilfssatzes:  Harmonische  Paare  ergeben  von 
jedem  Punkte  aus  auf  eine  parallele  Gerade  ein  harmonisches  Bild. 
Man  hat  daher  schließlich:  Zwei  harmonische  Paare  werden 
von  jedem  Punkte  der  Ebene  auf  jede  beliebige  Gerade 
harmonisch    abgebildet. 

Aus  diesem  Grunde  bezeichnet  man  zwei  Strahlenpaare  eines 
Büschels,  die  zwei  harmonische  Paare  abbilden,  als  harmo- 
nische Strahlenpaare.  Daher  gilt:  Zwei  harmonische  Strah- 
lenpaare erzeugen  auf  jeder  Geraden  harmonische  Punkt- 
paare. Hieraus  folgt  nun  schließlich:  In  einem  vollständigen 
Vierseite  sind  die  von  einer  Ecke  ausgehenden  Seiten 
des  Vierseits  und  des  Diagonalendreiecks  harmonisch; 
ferner  sind  die  auf  einer  Diagonale  des  Vierseits  ent- 
haltenen beiden  Gegenecken  mit  den  auf  ihr  enthaltenen 
Ecken  des  Diagonalendreiecks  in  Harmonie. 

IV.  Harmonische  Punkt-  und  Strahlenpaare.  Die  Eigen- 
schaften des  vollständigen  Vierseits  fordern  dazu  auf,  die  Harmonie 
von  Punkt-  und  Strahlenpaaren  durch  die  Koordinaten  der  Punkte, 
bez.  die  Gleichungen  der  Strahlen  zum  Ausdiiicke  zu  bringen. 

Für  Punktpaare  ist  die  Sache  sehr  einfach;  haben  A^  und  ^2 
die   Koordinaten   .i\yi..  J'^iu.  und  sind   (K,)  und  A^A^    in   Haitnonie, 
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so  teilen  0  und  Q  die  Strecke  A^^uU  in  f?emselben  Verhältnisse; 
wird  dies  mit  k  bezeichnet  und  haben  0  und  Q  die  Koordinaten 
^8^31  ^4^11  so  ist  daher 

^^)  ^3-     1  +  i     '    %  -    T^x     ' 

^^-    i-i    '   -'^1  -    1  - ;.    ■ 

Im  Hinblick  auf  diese  Formeln  Ijilde  man  aus  den  linearen 
Funktionen 

1\  =  A^x  +  B^y  +  C'i,  ^'g  =  A^x  +  ^a^;  +  62 
die  vier  Gleichungen 

14)  Ti  =  0,  To  =  0,  73  =  Tl.  +  A  '1\  =  0,  T^  =  T^  —  IT.,=  0. 
Diese  Strahlen  schneiden  auf  der  a-Achse  die  Strecken  ab 

Gj  Og  C|  — |—  A  Gg  Gj  —  A  G<> 

^1  ^  ~  j7  '  "2  =  -  X  >  «3  =  -  ^^Tpn; ,  «4  =  -  ^^TTXi;  • 

Ersetzt  man  in  den  letzten  beiden  Formeln  6^  und  C,  durch  —  A^a^ 
und  —  A^a^',  teilt   Zähler  und  Nenner  durch  ^4j,   und   setzt 

so  erhält  man 

a^-[-  [i,  ög  «1  —  ju.  o. 

Daher  sind  die  Spuren  der  Strahlen  14)  zwei  hamionische  Paare; 
dies  ergibt:  Die  Strahlenpaare 

Tj  =  0,  i;  =  0,  T3  =  Tj  +  A  T,  =  0,  '1\  ^T^  —  IT^  =  () 
sind  in  Harmonie. 

Sind  T-^  und  Tg  Normalformen,  so  teilen  T3  und  T^  die  ^\'inkel 
1\T  in  demselben  Sinusverhältnisse;  daher  folgt  noch:  Die  zwei 
Geraden,  die  die  Winkel  der  Geraden  T^  =  0  und  Tg  =  0 
in  demselben  Sinusverhältnisse  teilen,  sind  in  Harmonie. 
Man   erkennt  sofort,   daß  sich  dieser  Satz  umkehren  läßt. 

Mit  Hilfe  des  vollständigen  Vierseits  kann  man  dui-ch  das 
Ziehen  von  Geraden  durch  im  Endlichen  liegende  Punkte,  also  ohne 
Benutzung  des  Zirkels,  in  sofort  ersichtlicher  Weise,  zu  einem  Punkt- 
paai'e  A^A^  und  einem  Punkte  A^  den  zugehörigen  vierten  har- 
monischen Punkt ,  sowie  zu  einem  Strahlenpaare  T^  T.,  und  einem 
Tg   den  vierten  harmonischen  Strahl  zeichnen. 
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V.   Die  Gleichungen  der  Geraden  aufzustellen,  welche 
die  Winkel   und    Außenwinkel    eines    Dreiecks    halbieren. 
Wir  wählen  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  dessen  Ur- 
sprung im  Innern  des  gegebenen  Dreiecks  gelegen  ist.     Die  Gleich- 
ungen der  Seiten  in  ]!^ormalforni  seien 

7',  =0,    T2  =  0,    ^3  =  0. 
Nach  §  7,  Nr.  12   sind  die  Gleichungen  der  Geraden,  die   die 
Winkel  und  Außenwinkel  des  Dreiecks  halbieren, 
Ti-T2  =  0,    Ti  +  T,  =  0, 

T,-r,^(l    T,  +  1\  =  0. 
Die  linken  Seiten    dieser    sechs    linearen  Gleichungen    erfüllen    die 
Identitäten 

{T,  -  T,)  +  CT,  -  T,)  +  (T,  -  T,)  =  0; 
{1\  -  T,)  +  {T,  +  1\)  -  (T,  +  2\)  ^  0: 
-  (T,  +  T,)  +  {T,  -  T,)  +  (T3  +  T,)  ^  0: 
(T,  +  T,)  -  {T,  +  T,)  +  (T,  -  T,)  =  0. 
Hieraus    folgt    der    aus    der    Planimetrie    bekannte    Satz,    daß    die 
drei  Halbierenden    der  Winkel    eines  Dreiecks,    sowie    die   Halbie- 
rende   jedes    Dreieckswinkels    mit    den    Halbierenden    der    an    den 
beiden    andern    Ecken    liegenden    Außenwinkel    einen    gemeinsamen 
Punkt  haben. 

VI.  Die  Gleichungen  der  Höhen  eines  Dreiecks  durch 
die  Normalgleichungen  der  Seiten   auszudrücken. 

Die  auf  der  Seite  T3  =  0  stehende  Höhe  teilt  den  gegenüber- 
liegenden Winkel  «3  in  die  Teile  90*^  —  «o  "^^^  ^^^^ — '^v  ^^^^  ^^ 
dem   Sinus  Verhältnisse 

sin  (90"  —  «j)  cos  a, 

sin  (90°  —  ttj)         cos  fVj  ' 

wenn   die   'J\  =  0  und  T«  =  0  gegenüberliegenden  Winkel    mit   c, 
und  a.,  bezeichnet  werden;  die  Gleichung  dieser  Höhe  ist  also 

COS., 
^  cos  OTj        -  ' 

wenn  man  den  Nullpunkt  im  Innern  des  Dreiecks  annimmt.    Multi- 
pliziert  man    diese  Gleichung   mit    cos  «j    und  bezeichnet  die  linke 
Seite  der  entstandenen  Gleichung  mit  i/g,  so  erhält  man 
15)  H^  ^  cos  «1  •  y,  —  cos  «2  ■  ^o  =  0. 
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Ebenso    ergeben    sieli    als    ( ilcicliunycri    der    anderen    beidiii    Höhen 
i/i  '-^  cos  u.y  ■  T.)  —  cos  üfy  ■  'J'.^  =  0, 
//o  ^  cos  «3  ■  jTg  —  co.s  «j  ■  7',  =  0. 

Aus  ihnen   erkennt  man  die  Identität 

Jf,  -  7/i  +  II.i  =  0, 

und    hat    hO    den    Satz,    daß    die    drei    Höhen    einen    gemeinsamen 
Punkt  haben. 


Drittes  Kapitel. 

Der  Kreis. 

§  9.    Gleichungsformen  des  Kreises  für  rechtwinklige 
und  Polarkcordinaten. 

An  die  Betrachtung  der  geraden  Linie,  deren  Eigenschaften 
wir  aus  der  Beständigkeit  des  Polwinkels  in  einem  Polarkoordi- 
natensysteme herleiteten,  schließt  sich  am  einfachsten  die  Unter- 
suchung derjenigen  Linie,  in  welcher  die  Polabstände  konstant  sind. 
Dies  ist  aber  der  Kreis,  dessen  einzelne  Punkte  von  dem  hierbei 
als  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  angesehenen  Mittelpunkte 
eine  unveränderliche  Entfernung  haben.  Soll  diese  Fundamental- 
eigenschaft des  Kreises  zum  besseren  Anschlüsse  an  die  vorher- 
gehenden Diskussionen  auf  Parallelkoordinaten  bezogen  werden,  so 
gilt  es,  die  Gleichung  für  den  geometrischen  Ort  eines  Punktes 
xy  aufzustellen,  dessen  gei-adlinige  Entfernung  von  dem  durch 
seine  Koordinaten  a  und  h  bestimmten  Mittelpunkte  eine  konstante 
Größe  (den  Halbmesser  A)  besitzt.  •Wir  beschränken  uns  hierbei 
vorläufig  auf  rechtwinklige  Koordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung 
die  Entfernung  zweier  Punkte  einen  einfacheren  Ausdruck  gewinnt. 
Nach  Nr.  l)  im  §  3   erhalten   wir  dann 

1)  {x-ay  +  {y-hy  =  h' 
als  allcremeinste  Gleichuncr  des  Kreises. 

Besondere  Formen  dieser  allgemeinen  Gleichung  werden  da- 
durch gewonnen,  daß  man  dem  Koordinatensysteme  eine  bestimmte 
Lage  gegen  den  Kreis  einräumt.  Folgende  zwei  Fälle  verdienen 
hierbei  besondere  Beachtung. 

A.  Wird  der  Koordinateuanfang  in  den  Mittelpimkt  des  Ki-eises 
verlegt,  so  ist  ii  =  h  =  0.     Hierdurch  entsteht  das  Resultat: 

2)  a;-  +  r  =  A--. 

Insofern  diese  einfachste  Form  der  auf  Parallelkoordinat^n 
bezogenen  Kreisgleichuug    in   Beziehung    auf  jede    der    beiden    ver- 
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Jlnderliclien  Koordinaten  eine  roin  (juadratische  Form  besitzt, 
gehören  in  ihr  jedem  x  zwei  absolut  gleiche,  aber  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  behaftete  1/  zu,  und  dasselbe  findet 
bei  den  einem  gegebenen  if  entsprechenden  x  statt,  soweit  sich 
überhaupt  reelle  Resultate  vorfinden.  Man  erhält  nämlich 
aus    Nr.   2): 

;'/  =  ±yk^~  x^     und     x  =  ±y  h^  -  y^ , 

was  nur  solange  geometrisch  mögliche  Werte  ergibt,  als  x  und  y 
zwischen  den  Grenzen  —  k  und  +  h  eingeschlossen  sind.  Aus  den 
gleichen  Doppelwerten  der  x  und  y  folgt  die  Symmetrie  des 
Kreises  gegen  jeden  der  beiden  zu  Achsen  gewählten  Durchmesser, 
also  auch  gegen  alle  Durchmesser,  da  immer  eine  der 
beiden  Achsen  in  beliebiger  Richtung  durch  den  Mittelpunkt  ge- 
legt werden   kann. 

Schreiben  wii-  die  Gleichung  2)  in  der  Form: 

y-  =  (A-  +  a-)  (k—x)     oder     {k—x)  \  y  =  y  \  {k-^x) , 
so  zeigt  sich  y  als  mittlere  Proportionale  zwischen  k  —  x  und  k-\-  x, 
was  auf  einen  bekannten  planimetrischen  Lekrsatz  hinauskommt. 

B.  Nimmt  man  einen  Punkt  der  Kreislinie  zum  Anfangs- 
punkte und  legt  die  positive  Seite  der  a:-Achse  durch  den  Mittel- 
punkt, so  ist  6  =  0  und  a  =  k.  Hieraus  ergibt  sich  nach  Reduk- 
tion  auf  y^: 

3)  7/  =  2kx-x\ 

Da  diese  Gleichung   nm-   in  Beziehung   auf  y   rein  quadratisch  ist, 
so    hat    bei    der   jetzigen    Gestaltung    des    Koordinatensystems    der 
Kreis  nur  noch  gegen  die  ;r- Achse  eine  symmetrische  Lage. 
Biingen  wir  Nr.  3)  auf  die  Form 

x^  -\-  y-  =  2kx 


und  beachten,  daß  yx^  -\-  y^  die  Entfernung  des  beliebigen  Kreis- 
punktes xy  vom  Koordinaten  anfange  ausdi-ückt,  die  wir  zur  Ab- 
kürzung mit  r   bezeichnen    wollen,    so  können  wir  auch  schreiben: 

x\  r  =  V  -.^k . 
Es  wird  keine  Schwierigkeit  darbieten,  dieses  Resultat  in  der  Form 
eines  bekannten  planimetrischen  Lehrsatzes   zu  deuten. 

Um  zu  allgemeinen  Betrachtungen  über  den  Kreis  zu  gelangen, 
kehren   wii-    zunächst    zu    der    in   Nr.  1)    aufgestellten   allsremeinen 
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Gleichung  zurück  und  geben  ihr  die   Gestalt: 

4  I  x^  +  xf  —  '2ax  —  2bij  -fr  (r  +  6^  —  Ir  =  0  . 

Führen  wir  Polarkoordinaten  ein,  indem  wir  setzen 

X  =  r  cos  qp ,     y  =  r  sin  (p  , 
sind   ferner   c   und   r   die    Polarkoordinaten   der   Kreismitte,   sodaß 


c  cos 


6  =  c  sin  y 


Fip.  17 


so  entsteht  aus  4)  nach  einfacher  Zusammenfassung  die  Polar- 
gleichung des  Kreises 

5)  r-  —  2  c  cos  {(p  —  y)  ■  r  -f  c^  —  Ä--  =  0 , 

was  sich  auch  unmittelbar  aus  dem  Dreiecke  POC  (Fig.  17)  unter 

Anwendung  des  Kosinussatzes 
ergibt.  Denkt  man  sich  in 
dieser  Gleichung  (p  gegeben, 
dagegen  r  unbekannt,  so  liefert 
sie  die  Polabstände  der  Punkte, 
in  denen  eine  d\irch  den  Null- 
punkt unter  dem  Polwinkel  cp 
gezogene  Gerade  den  Ki-eis 
durchschneidet.  Sind  )\  und  r.-, 
die  Wui'zeln  von  5),  so  ist  nach 
einem  bekannten  Satze  über 
Funktionen  II.  Grades 

6)  )\  r.2  =  c-  —  Ä- ; 

das  Produkt  )\r.2  hängt  also  nicht  von  cp  ab,  sondern  ist  füi*  alle 
dm-ch  den  Nullpunkt  gehenden  Strahlen  gleich.  Da  nun  jeder 
Punkt  der  Ebene  als  Nullpunkt  dienen  kann,  so  folgt  aus  6 )  der 
Satz:  Die  Strahlen  eines  Büschels  werden  von  einem  Kreise 
so  geschnitten,  daß  das  Produkt  der  beiden  Strecken,  die 
auf  demselben  Strahle  vom  Träger  bis  an  den  Kreis  rei- 
chen, unveränderlich  ist.  Dieses  beständige  Produkt  nennt 
man  die  Potenz  des  Trägers  für  den  Kreis.  Liegt  der  Träger  0 
außerhalb  des  Kreises,  so  haben  für  jeden  Strahl  )\  und  t\,  das- 
selbe Zeichen,  liegt  0  auf  der  Kreislinie,  so  ist  eine  der  Strecken  Null, 
wii-d  0  vom  Ki'eise  eingeschlossen,  so  haben  )\  imd  r.,  ungleiche 
Zeichen ;  daher  hat  0  positive,  verschwindende,  oder  negative  Potenz, 
je  nachdem  es  außerhalb,  auf,  oder  innerhalb  des  Kreises  liegt. 
Damit  stimmt  überein,  das  alsdann  c  bez.  größer,  gleich,  oder 
kleiner  als  Ä-  ist. 
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Bezeichnet  man  die  Potenz  des  Nullpunktes  zur  Alikürzung 
mit  P,  so  ist 

7)  p  =  t"2  - /r' =  a^ +  !;=■•- /^^ 

und   die   Gleichung  des  Kreises  wird 

a)  für  rechtwinklige  Koordinaten 

S)  ^■-  +  r-  ->«x-2&i/  +  P=0, 

b)  für  Polarkoordinaten 

9)  r-  -  2  r  cos  ((p  —  y)  +  P  =  0  . 
Aus  5)  folgt  ferner 

10)  t\  +  »-2  =  2  c  cos  (qo  —  y)  . 

Der  Polwinkel  qp  kann  so  gewählt  werden,  daß  zu  ihm  zwei 
gleiche  Werte  i\  =  r^  gehören;  der  zugehörige  besondere  Xullstrahl 
hat  mit  dem  Kreise  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein,  d.  i. 
er  berührt  ihn  in  einem  Punkte.  Nennt  man  den  Berührungs- 
punkt P'  und  seine  Polarkoordinaten  /  und  cp',  so  ist  nach  10) 
und  6) 

11)  r'  =  c  cos  {q)'  —  y), 

12)  /■^  =  c--k". 

Hieraus  ergibt  sich  nur  ein  Wert  für  >•',  nämlich 

13)  /  =  y^--k\ 

Dasfeffen  erhält  mau  zwei  Werte  für  qp',  indem  durch  Einsetzuncr 
von  12)  in   10)  folgt 

c   cos-  (qp  —  y)  =  c    —  fc  , 
14)  c"- sin^  (<j>' -- y)  =  Jr  , 

■         ,      '  ^  k 

sm    (qp  —y)  =  ±    ^  • 

Dies  lehrt  den  aus  den  Anfängen  der  Planimetrie  bekannten  Satz: 
Die  von  einem  Punkte  bis  an  einen  Kreis  reichenden  Tangenten 
sind  einander  gleich  und  bilden  mit  dem  den  Punkt  enthaltenden 
Kreisdurchmesser   nach  beiden  Seiten  hin  gleiche  Winkel. 

Ist  c<A-,  so  ist  qp'  unmöglich;  für  c  =  Je  folgt  aus  14) 
q)'  —  7  =  +  90*^;  auch  diese  Ergebnisse  sind  sehr  leicht  geometrisch 
zu  deuten. 

Die  Projektion  von  ;•'  auf  die  Gerade   OC  ist 

r'  cos  (qp' —  7)  =  c  cos^  {cp' —  y)  = ^ 
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Dieser  Wert  hängt  nicht  von  rp'  ab,  ist  also  für  beide  Berührungs- 
punkte derselbe;  die  beiden  von  0  ausgehenden  Tangenten  werden 
daher  auf  OG  projiziert,  wenn  man  OC  mit  der  Berührungs- 
sehne, d.  i.  der  Sehne  zwischen  den  Berührungspunkten,  durch- 
schneidet, diese  Berührungssehne  ist  ein  Lot  der  Geraden  OC  und 
hat  von  0  den  Abstand 

c^  —  r- 

c 
Aus    der    Polargleichung    des    Kreises    ergibt    sich    noch    eine 
dritte   wertvolle   Schlußfolgerung. 

Aus   6)  und  10)   ergibt  sich   durch   Division 

2i\  r^  c-  —  ^•■'' 

rj  -|-  r»        c  cos  (qp  —  y) 

Die  linke  Seite  ist  das  harmonische  Mittel  aus  i\  und  ;■.,;  be- 
zeichnet man   dies  mit  q,  so  hat  man  also 

Q  = 
Hieraus  folgt 

15)  Q  cos  (9)  —  y) 

Hiernach  ist  die  Projektion  von  ^  auf  OC  unabhängig  von  cp.  also 
für  alle   Strahlen  des  Nullpunktes   gleich. 

Ist  n  der  Endpunkt  von  q,  so  sind  P^P.,  und  077  harmo- 
nische Paare;  der  Ort  der  Punkte  77  ist  daher  das  Lot  zu  OC. 
das  von  0  den  Abstand  15)  hat.  Da  man  nun  jeden  beliebigen 
Punkt  ')ß  der  Ebene  als  Nullpunkt  wählen  kann,  so  folgt:  Der 
Ort  der  Punkte,  die  auf  den  Strahlen  eines  Büschels 
den  beiden  Schnittpunkten  eines  Strahles  mit  dem  Kreise 
und  dem  Träger  ^  harmonisch  zugeordnet  sind,  ist  eine 
Gerade,  die  senkrecht  auf  ')ßC  steht  und  von  ^C  die 
Strecke 

(ßC'-Jr):^C 

abschneidet.  Diese  Gerade  bezeichnet  man  als  die  Polare  von 
Sß  für  den  Kreis.  Liegt  ^^  außerhalb  des  Kreises,  so  ist  die 
Polare  von  ""^p  die  Berührungssehne. 

Die  Gleichung  der  Polaren  kann  man  durch  die  Koordinaten 
jt)  des  Punktes  ^  und  die  Konstanten  a,  b,  k  der  Kreisgleichuug 
ausdrücken.     Die   Gerade  ')ßC  hat   die   Gleichung 
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{b-i))x-(^a-i)ij-\r  •••  =  (). 
Da  dio   Polare    hierauf  senkrecht  steht,    so  hat  ihre   (lleichung  die 

{a-^)x  +  (b-\))ij  -m  =  0, 
worin   m  noch  zu  bestimmen  ist. 

Der  Abstand   dieser   Geraden   vom  Punkte  '^Jß   ist   bekanntlich 
(«-E)£  +  (&->))l)  — w 

^^  {a-iy  +  (b~-i)y  =  ^c\ 

so  kann  man    16)   ersetzen   durch 

<ßC-  +  «j:  +  ^^t)  —  a-  —  i>^+ »i 

Dies  soll 

sein;   daher  ist  ^  ^ 

(/£  +  ?>l)  —  «-  —  6"  +  ni  =  —  ]c'- , 

)H  =  —  ai  —  bi)  -\-  (r  -i-  b'  —  h^ , 

und   daher  die   gesuchte   Gleichung  der  Polaren  von  Jl) 

17 )    (a—i)  X  -{-  {b  —i))  1/  —  a^  —  bt)  +  er  i- b'^  —  Jr  =  0 . 

Liegt  die  Mitte  des  Kreises  im  Nullpunkte,  ist  also  a=i=b  =  0, 
so  hat  man  einfacher 

Mit  Anwendung  des  Gesetzes  von  der  harmonischen  Teilung 
der  Diagonalen  eines  vollständigen  Yierseits  (vgl.  §  8  IV)  erwächst 
hieraus  die  folgende  Linealkonstruktion  zur  Lösung  der  Aufgabe, 
von  einem  außerhalb  des  Kreises  gegebenen  Punkte  Tangenten  an 
den  Kreis  zu  legen  (Fig.  18). 

Man  ziehe  von  dem  gegebeneu 
Punkte  Ä  avis  die  beliebigen  Sekanten 
AB  und  AC^  welche  außer  in  B 
und  C  den  Kreis  in  D  und  JE  schnei- 
den. Die  Geraden  BC  und  DE,  so- 
wie BE  und  CB  geben  dann  die 
Durchschnittspunkte  F  und  G^,  deren 
gerade  Verbindungslinie  FG  die  Be- 
rührungssehne darstellt.  AH  und  AJ  sind  hiernach  die  gesuchten 
Tangenten.      Da   jede    dritte   zu  Hilfe   genommene   Sekante  in  Ver- 
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l)iDdung  mit  einer  der  beiden  vorher  angewendeten  zu  derselLen 
Ijerührungssehne  führen  muß,  so  läßt  diese  Konstruktion  auch  die 
in  Fig.  19  enthaltene  Abänderung  zu.  Hier 
sind  durch  Ä  die  drei  Sekanten  AB,  AC 
und  A  C'  gelegt  und  dann  die  Durch- 
schnittspunkte dieser  Geraden  und  des 
Kreises  durch  die  Sehnen  BK  und  C7>, 
BE'  und  C' ])  verbunden.  Die  hierdurch 
gewonnenen  Schnittpunkte  G  und  G'  liegen 
wieder  auf  der  Berührungssehne  ///. 

Die  in  den  Figuren  18  und  19  dar- 
gelegten Konstruktionen,  sowie  der  Lehr- 
satz, aus  welchem  sie  entspringen,  sind  noch  dadurch  bemerkens- 
wert, daß  sich  später  zeigen  wird,  daß  sie  nicht  allein  für  den 
Kreis,  sondern  überhaupt  für  alle  Linien  zweiten  Grades  An- 
wendung finden. 


Li  der  Gleichung  -i)  treten  drei  voneinander  unabhängige 
Konstante  auf,  a,  h  und  /.•;  ihre  Bestimmung  erfolgt  durch  drei 
Bedingungsgleichungen.  Daher  erkennt  man,  daß  zur  Bestimmung 
eines  Kreises   drei  Bedingungen  nötig  sind. 

Untersuchen  wir  den  Fall,  wenn  der  Kreis  durch  drei 
gegebene  Punkte  x^ii^,  x^y.^,  x^i/.^  hindurchgehen  soll. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  sind  bei  dieser  Aufgabe  unter 
Festhaltung  der  Form  8)  folgende  di-ei  Gleichungen  vorhanden: 

^i'  +  Ih'  -^ax,-  '2h!i,  +  P  =  0  , 

■'■2"  +  i/L'"  -  '^(^-h  -  ^^!'-2  +  J'  =  0 , 
x^'  -\-  ij,'  -  2a.'^  -  2b>/,  +  P  =  O  . 

Werden   je    zwei    derselben    Voneinander    subtrahiert,    so    entstehen 
die  neuen  Relationen: 

Ixi^  —  xf  -f  iJi'-  —  ifJ  —  2n  [x^—x.,)  —  '2h  {ifi  —  i/^)  =  0 , 
xf  —  X3^  +  II J  —  //.,-  —  2a  (x.,—Xs)  —  2h  (/A.— 2/3)  =  0 , 
•^3"  —  -^'i"  +  ."3"  -  Hi'  -  -"  {-h-'h^  —  -^'  y'fö-!'i^  =  *>  • 
Hält   man    diese  drei  Gleichungen  mit  §  8  Xr.  l)  zusammen, 
so  erkennt  man  in  ihnen  die  Gleichunsren  der  Mittcllote  der  Strecken 
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l\l'-ii  J'.>J\i  iiud  i'.P, ,  wobei  darin  die  laufoiidcii  Koordinaten  xy 
durch  die  des  Kreisniittelpunktes  ersetzt  sind.  I)ie  (ileiehungen 
18)  sagen  dalier  nichts  anderes  aus,  als  daß  der  Mittelpunkt  des 
dem  Dreiecke  1\1\,I\  umschriebenen  Kreises  der  gemeinsame  Punkt 
der  Mittellote  der  Seiten  dieses  Dreiecks  ist. 

Ein  wesentliches  Merkmal,  welches  den  für  den  Kreis  auf- 
gestellten Gleichungsformen  anhaftet,  ist,  daß  sie  sämtlich  in  Be- 
ziehung auf  die  laufenden  Koordinaten  dem  zweiten  Grade  an- 
gehören. Die  allgemeinste  Gestalt  einer  (Jleichung  zweiten  Grades 
zwischen  den   Veränderlichen  ./•  und  y  ist 

ID)  a^^x-  +  •2ai.,xi/  -\-  2ay^x  +  a.,^y^  +  ^o.,.^?/  -f  0.33  =  0, 

worin  %iOi2  •  •  f'33  beliebige  zwischen  —  00  und  +  00  gelegene 
beständige  Koeffizienten  vertreten,  von  denen  immer  einer,  der 
jedoch  von  Null  verschieden  sein  muß,  durch  Division  entfernt 
werden  kann.  Soll  es  nun  möglich  sein,  diese  Gleichung  19j  auf 
die  in  Nr.  4)  gefundene  Form  der  allgemeinen  Kreisgleichung  zmnick- 
zuführen,  so  ist  die  Erfüllung  folgender  Beding-uncren  notwendig 
und  ausreichend: 

(V.  Die  Koeffizienten  der  Quadrate  von  x  und  1/  müssen  gleich, 
aber  von  Null   verschieden  sein,   also:   a^,  =  «90  ^  *'. 

ß.  Es  darf  nicht  das  Produkt  der  beiden  Größen  von  x  und  y 
vorkommen,  d.  h.   es   muß   a^.2  ^  0  sein. 

Unter  diesen  Bedingungen  erhält  man  nämlich  mittels  Division 
durch  a^j^   aus  Nr.  18) 

20)  x'  +  y'  4-  2;^  ^  -f  2^  2/  +  ,^  =  0  . 

"11  "n  "11 

Diese  Gleichung  bedeutet  einen  Kreis  mit  der  Mitte  a,  b  und 
dem  Halbmesser  l;  wenn 

«11  «11 

er  -\-  h-  —  k-  =  -"*  • 
«11 

Setzt  man  die  beiden  ersten  Formeln  in  die  dritte  ein,  so  er- 
hält man 


"11 
Soll    der  Kreis    möglich    sein,    so   muß   sich  für  Je  ein  reeller,    von 
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Null  verschiedener  Wert  ergeben,  und  dies  tritt  nur  unter  der  Be- 
dingung ein 

«1I5  +  «2^3-  «u"33><J- 
Ist  dagegen 

«13 +  «2^3  — «11  «33  =  0, 

so  geht  20)  über  in 

Dieser  C41eichung  wird  nur  durch  den  Punkt 

«11  '  «11 

genügt;  man  kann  daher  21)  als  Gleichung  eines  verschwindend 
kleinen  Kreises  ansehen. 
Ist  endlich 

«il  +  «2lj  -  «11  «33  <  0  > 
so  wird  Je  imaginär;   die  Gleichung  20)    nimmt    dann    die  Fonn   an 

(^ + a,')'  +  (^  + «;;)' + ("n«33  -  «i3  -  O = 0 . 

Da  die  beiden  ersten  Klammern  für  reelle  x  und  y  j^ositiv  sind, 
so  kann  dieser  Gleichung  nicht  durcli  reolle  "Werte  von  .r  und  1/ 
genügt  werden. 

Wir  erkennen  hieraus,  daß  eine  den  beiden  oben  gegebenen 
Bedingungen  entsprechende  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  x 
und  _?/,  wenn  überhaupt  eine  Linie,  notwendig  einen  Kreis  geben 
muß.      Zur  Einübung  benutzen  wii-  die  folgenden  Aufgaben. 

1.  Man  soll  den  Ort  der  Scheitel  aller  derjenigen 
Dreiecke  suchen,  die  auf  einer  gegebenen  Grundlinie  c 
stehen  und  in  denen  die  beiden  andern  Seiten  ein  kon- 
stantes Verhältnis   1  :  £  besitzen. 

Die  Grundlinie  c  werde  zur  ir- Achse  mid  einer  ihrer  End- 
punkte zum  Koordinatenanfange  gewählt.  Bezeichnen  nun  für  ii-gend 
eine  Lage  des  Dreiecks  x  und  y  die  Koordinaten  des  Scheitels,  so 
sind  die  Längen  der  beiden  andern  Dreiecksseiten 


Yx^  +  y-     und     y,{x  -  cY  +  y^  , 

und   wenn   sich  diese   wie   1  :  s  verhalten,  so  entsteht  als  Gleichung 
des  ereometrischen  Ortes: 


y?  +  2/2=|/(a;-c)^+;v-, 


§  11.  (ilciclmiii,'sfnriii('n  dos' Kreises  für  recht-A-inkli^^'C  Koordiriuton.     G;3 
oder  iiadi    l^uiulrieruiig   und  \'(!rbiuduug   d(a'  gleichniimij^fou   (jlieder 
22)  (^H?/)  (1  — £-)  —  2ca;  +  c^  =  0  . 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  e  einen  von  der  Einheit  verschiedenen 
Wert  besitzt,  folgt  hieraus: 

Die  letztere  Form  zeigt  für  den  gesuchten  Ort  einen  Kreis  an,  der 
zu  Mittelpunktskoordinaten  a  =  c  :  (l — £-)  und  i  =  0  hat.  Die 
Potenz  des  Koordinatenanfanges  für  diesen  Kreis  ist  c^  :  (l—e^). 
Man  findet  hieraus   den   liadius 


=Vä. 


k   ■■  " 


(1  — f-J^*    .1  — «2      1  — f* 

für  den  Fall,  das  £  <  1 ;  im  entgegengesetzten  Falle  ist  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen   zu  wählen. 

Wenn  £=1,  d.  h,  wenn  die  Dreiecke  gleichschenklig  sein 
sollen,  verschwinden  in  der  ersten  Gleichungsform  unter  Nr.  22) 
die  quadratischen  Glieder  luid  es  bleibt  für  die  gesuchte  Orts- 
gleichung nach  gehöriger  Hebung: 

X  =  \c . 

Der  Kreis  geht  dann  in  das  Mittellot  der  gemeinschaftlichen  Grund- 
linie der  Dreiecke  über. 

IL  Zu  n  festen  Punkten  soll  der  geometrische  Ort 
eines  beweglichen  Punktes  gesucht  werden,  der  die  Eigen- 
schaft besitzt,  daß  die  Summe  der  Quadrate  seiner  Entfer- 
nungen von  allen  gegebenen  Punkten  einem  konstanten 
Quadrate  (f  gleich  ist. 

Es  seien  n^ &^ ,  Oo^i-,  '  '  '  «n ^„  ^^^  Koordinaten  der  n  festen 
Punkte  und  xy  die  des  gesuchten  Punktes  in  einer  seiner  Lagen, 
so  führt  die  gestellte  Aufgabe  zu  der  Gleichung 

{x  —  a^f  +  C'/  — &i)^  ] 

+ 

Nach  Auflösung  der  Klammern  und  Verbindung  der  in  den  ein- 
zelnen Horizontalreihen  gleiche  Stellung  einnehmenden  Glieder  führen 


i=^'- 
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wir   mit  Anwendung   des   Summenzeichens   2^   die    abgekürzten   Be- 
zeichnungen  ein; 

i:  (a)    =  dl    +02    +•••  +  «„, 
Z  (a^)  =  a^^  +  «2'  +  •  •  •  +  aj,  u.  s.  f. 
Dann   ergibt  sich  für  die  gesuchte   Ortsgleichung: 
nx-  =  ny-  —  2x  ■  Z  (a)  —  2ij  ■  2  (h)  -\-  Z  (er)  +  S  (b-)  -  q-  =  0, 
oder  nach   Division  durch   )/: 

X-   +  y    —   Ix —  Ijl  • --—i-d : ^  =  (J. 

Man  erkennt  hierin  einen  Kreis  mit  den  Mittelpunktskoordinaten 

Z{a)        «i  +  Og-l \-a„ 


b  = 


II  n 

S(b)        b,+b,  +  .--  +  h„ 


n 

Nach  §  3,  V  sind  dies  die  Koordinaten  des  Schwerpunkts 
für  die  gegebenen,  gleichschweren  Punkte.  Beachten  wir  hier- 
bei,   daß    in    der    auf    den    gesuchten    Kreis    bezogenen    Potenz 

■ — ^ — —^ ^ — ^     des     angenommenen    Koordmatenantanges    der 

Wert  q  immer  so  gewählt  werden  kann,  daß  der  Radius  eines  der 
Aufgabe  genügenden  Kreises  irgend  einen  gegebenen  Wert  enthält, 
so  gelangen  wir  zu  folgendem  Lehrsatze: 

Wenn  mau  den  Schwerpunkt  eines  Systems  fester 
Punkte  zum  Zentrum  eines  Systems  konzentrischer  Kreise 
wählt,  so  besitzen  diese  Kreise  die  Eigenschaft,  daß  die 
Quadrate  der  Entfernungen  jedes  ihrer  I'unkte  von  allen 
gegebenen  Punkten  eine  für  jeden  einzelnen  Kreis  un- 
veränderliche Summe    geben. 


^10.    Der  Kreis  und  die  Gerade. 

Die  Beziehungen  zwischen  einem  Kreise  und  einer  Geraden 
haben  wir  zwar  bereits  aus  der  Gleichung  des  Ivi-eises  in  Polar- 
koordinaten vollständig  erkannt,  es  ist  aber  augezeigt,  sie  noch- 
mals aus  den  Gleichungen  des  Kreises  und  der  Geraden  ?ru  ent- 
wickeln. Der  Einfachheit  wegen  legen  wir  den  Nullpunkt  in  den 
Mittelpunkt   des   Kreises,    während   wir  über  die  Lage   der  Geraden 
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keine    besonderen  Yorau.ssotzungen    inachen.     Die    Gleichungen    der 
beiden  Linien  haben  dann  die  Fonn: 

X'  -\-  y^  =  h-   und   1/  =  Ax  +  & , 
wol)ei    den    iConstanten    A    und    h    die    bekannten    Deutungen    zu- 
kommen. 

Sollen  beide  Linien  gemeinschal'tliche  i'uukte  besitzen,  so 
müssen  die  Koordinaten  dieser  Punkte  den  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen Genüge  leisten.  Durch  Entfernung  von  y  findet  sich  dann 
für  das  zugehörige  x: 

1)  (1  +^')  X'  +   2Abx  +  (&2_  ;.2^)  _  Q  _ 

Der  Wert   von  y   kann   aus   der  Gleichung  y  =  Ax  +  h  berechnet 
werden. 

Die  unter  Nr.  l)  aufgestellte  Gleichung  ist  unter  allen  Um- 
ständen eine  quadratische,  da  der  zu  x^  gehörende  Faktor  1  -\-  Ä^ 
nie  kleiner  als  die  positive  Einheit  w^erden  kann.  Man  erhält  daher 
immer  zwei  Werte  von  x  und  ebensoviele  für  die  zugehörigen  y^ 
deren  Beschaffenheit  aus  der  Diskriminante  *)  dieser  quadratischen 
Gleichung  abgeleitet  werden  kann,  nämlich  aus : 

J  =  (l+A')  (b'--Jc^)  -  A^\ 
oder,  wie   man  nach  einfacher  Umformung  erhält,   aus : 


^  =  (i+^MrTX'-*1 


Da  in  dem  letzteren  Ausdrucke  der  Faktor  1  -(-  A'-  weder  ver- 
schwinden, noch  einen  Einfluß  auf  das  Vorzeichen  des  Produktes 
ausüben    kann,    so    hängt    die   Beschaffenheit    der  beiden  Wurzeln 

lediglich  von  dem  Faktor  --,    r^  —  h^  ab,    und    es    sind    dieselben 

*)  Aus  der  quadratischen  Gleichung  ax^  -\-  2ßx-{-  y  =  0  findet  man 
nach  den  gewöhnlichen  Methoden: 

-ß± y-^ 


worin  zur  Abkürzung  des  Ausdruckes 

z/  =  Yay^ß^^ 

gesetzt  ist.  Die  beiden  Wurzeln  sind  hiernach  reell  und  verschieden, 
reell  und  gleich  oder  endlich  imaginär,  je  nachdem  z/<;0,  ^  ^0  oder 
J'^0.  Die  Größe  J,  deren  Wert  hierbei  entscheidend  ist,  wird  die 
Diskriminante  oder  Determinante  der  betrachteten  quadratischen 
Gleichung  genannt. 

Fort  u.  Schlömilcli,  anal.  Geoiu.  I.  7.  Aufl.  = 


66 


Drittes  Kapitel.    Der  Kreis. 


reell  und  verschieden,    reell  und  gleich   oder    endlich  imaginär,  je 
nachdem 


h- 


<1  +  A' 
Die  bei  Unterscheidung  dieser  drei  Fälle  vorkommende  Größe 

ist  nach  Nr.  ll)  im  §  6    das  Quadrat   der  Entfernung  der 


gegebenen  geraden  Linie  vom  Koordinatenanfange,  d.  i.  hier  vom 
Kreismittelpunkte,  es  kommen  also  die  drei  Fälle  darauf  hinaus, 
dieses  Quadrat  mit  dem  Quadrate  des  Halbmessers  oder,  wenn  wii- 
zu  den  ersten  Potenzen  zurückgehen,  den  Halbmesser  mit  der  er- 
w^ähnten  Entfernung  zu  vergleichen.  Je  nachdem  der  Halbmesser 
größer  ist  als  die  Entfernung,  ihi*  gleich  oder  kleiner  ist,  haben 
Kreis  und  Gerade  zwei  Punkte,  einen  Punkt  oder  keinen  Punkt 
gemein.  Durch  die  gefundenen  Bedingungen  werden  daher  in  der 
Sprache  der  analytischen  Geometrie  Sekanten,  Tangenten  und  solche 
Gerade  unterschieden,  welche  in  allen  ihren  Punkten  außerhalb  des 
Kreises  liegen. 

Bringt    man    die    Gleichung    l),    indem    man    durch     1  -r  A'- 
dividiert,  auf  die  Form 


x^  -\-  2x 


Ab 


+  1 


h'-—r- 


0, 


2) 


il,-l  I  lA  if 


1  +  ^^    '    l-\-A- 

so  finden  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen,  wenn 
u\  und  X.2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  d.  i.  die  Abscissen  der 
dem  Kreise  und  der  Geraden  gemeinschaftlichen  Punkte  P^  und  P.^ 
(Fig.  20)  bedeuten,  die  Beziehungen  statt: 

2  Ah 

Sind  >j^  und  y^  ^^  Ordinaten  von 
P^  und  Pj,  so  ist 

v/i  =  ÄXi  +  b,    //,  =  Ax.,  +  6, 
und  daher 

'^^  l/i  +  Ih  =  -1  l<'i  -^  •*'-' '  -r  2  6 

Die  Koordinaten   der  Mitte  der  Strecke  PiP^  sind  bekanntlich 

^  {x^  +  Ä-g)  und  4-  (.Vi  +  !h)]   bezeichnet  man  sie  mit  5  und  1;,  so 

hat  man  daher 

Ah b 


^  ~        1  +  .1* ' 
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woraus   die   JJeziehunt,'   t"olc;t 

Die  (Uoicliung  x  -j-  Aif  =  0  bedeutet  bekanntlich  eine  Gerade, 
die  den  Nullpunkt  enthält  und  zu  der  Geraden  y  =  Ax  -\-  b  senk- 
recht ist.  Die  Mitten  aller  Kreissehuen,  die  dasselbe  A,  also  die- 
selbe Kichtung  haben,  liegen  also  auf  dem  zu  ihnen  senkrechten 
Durchmesser  —   ein  aus  den  Elementen  bereits  bekannter  Satz. 

Da  sich  das  letzte  Resultat  auf  alle  Geraden  mit  der  Rich- 
tungskonstante A  bezieht,  so  hat  es  auch  dann  noch  Gültigkeit, 
wenn  eine  solche  Gerade  Tangente  wird.  Die  beiden  Punkte  I\ 
und  Po  fallen  dann  mit  ^n]  in  einen,  nämlich  den  Berührungs- 
punkt zusammen,  und  die  Gleichung 

^+^^  =  0 
gehört,  wenn  man  §  und  >/  als  veränderliche  Koordinaten  betrachtet, 
dem  im  Berührungspunkte  auf  der  Tangente  errichteten  Lote  oder 
der  sogenannten  Normale  an.  Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt, 
daß  alle  Normalen  des  Ki-eises  durch  seinen  Mittelpunkt  gehen. 
Mittels  dieser  bekannten  Eigenschaft  ist  es  leicht,  die  Gleichung 
einer  an  den  Kreis  gezogenen  Tangente  zu  bilden,  für  welche  der 
Berührungspunkt  x-^^y.^  gegeben  ist.  Wir  finden  zunächst  für  die 
Richtungskonstante  der  Normale,  da  sie  durch  den  Punkt  x^y^  und 

den    Koordinatenanfang   geht,    nach   Nr.  9 )  im  §  5    den  Wert        , 

folglich  für  die  darauf  senkrechte  Tangente  mit  Rücksicht  auf  §  6 
Nr.  6)  die  Gleichung: 

i/  -  ^1  =  -  y]  U"  -^j  > 
woraus   nach   einfacher   Umformung 

entsteht.  Da  x^y^  ein  Peripheriepunkt,  also  x^'  -\-  y{^  ^  h^  ist,  so 
erhält  man  mit  Einsetzung  dieses  Wertes  für  die  Gleichung  der 
im  Punkte  x-^^y^   an  den  Kreis  gelegten  Tangente: 

3)  x^x  +  y^y  =  h^. 

Mit  Umgehung  der  Normale  gelangen  wii-  zu  derselben  Glei- 
chimg,  wenn  wir  in  der  Gleichung  1),  welche  für  die  Abscissen 
der  dem  Kreise  und  der  Geraden  gemeinschaftlichen  Punkte  gültig 
war,    die  Bedingung    einführen,    unter    welcher    die    beiden  Dui'ch- 
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Schnittspunkte  in  einen  zusammenfallen.  Für  den  Ijerühnings- 
punkt  x^y^  der  an  den  Kreis  x^  -\-  y'^  =  Tc^  gezogenen  Tangente 
y  =  Ax  -\-  b  haben   wir  nämlich  nach  Nr.  l)   die   Gleichung: 

(1  -\-A^)  x^'  +  2Äbxj^  +  (62  _  fc2j  =  0 , 
worin,  damit  die  beiden  Wurzeln  gleich  werden, 

d+Ä')  Cb^-  Ich  =  AH'  oder  6^ _  j,^  =  A^ 

sein  muß.     Man  erhält  hiennit  nach  Division  dmx-h  1  -\-  A'i 

X,   -t  ^Xj^    1  +  A'^  \l-i-AV       ri  +  i  +  ^v         ' 

_  __     Ab 

^1  ~        1  +  ^*  ■ 

Mittels  der  Gleichung  y^  =  Ax\  -^  b  findet  sich  ferner: 

_       b 

und  durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Gleichungen  entsteht  für 
die  Richtungskonstante  der  Tangente: 

^  =  -  "'  ■ 
Vi 

Durch  Einsetzung  dieses   Wertes  in   die   Gleichung 

y  —  y^  =  A{x  —  x^, 
welche    allen   durch  den  Punkt  x^y^   gehenden  Geraden,   also  auch 
der  Berükrenden  angehört,  kommen  wir  zu  der  früher  gefundeneu 
Tangentengleichung  zurück. 

Aus  der  Gleichung  o)  erhält  man  die  Gleichung  der  Tangente 
iür  die  allgemeine  Lage  des  Kreises  durch  Verschiebung  der  Koor- 
dinatenachsen. Hat  der  Ki-eismittelpunkt  im  neuen  Systeme  die 
Koordinaten  a,  6,  so  hat  man,  um  die  Änderung  auszuführen, 
if',  y,  x^,  2/i  der  Reihe  nach  dm-ch  y  —  a,  y  —  6,  x^  —  a.  ?/j  —  &  zu 
ersetzen  und  erhält  zunächst  die  Tanffentengleichunq" 
(x^  -~a){x  —  a)  +  (2/1  —  6)  (2/  —  6)  —  A,", 
woraus   sich  leicht  noch   die   Foi-m   ergibt 

4)    {xi—  d)  X  -f-  iVx~  ^)  II  ~  ^-^'i  ~"  ^'Jx  -\-  a^  -\-  b-  —  k'-  =  0  . 

Dies  stimmt  vollständig  mit  der  Gleichung  überein,  die  wir  oben 
(S.  59)  für  die  Polare  des  Punktes  Pj  gefunden.  Wii-  haben  so- 
mit: Rückt  der  Punkt  P,  auf  den  Umfang  des  Kreises,  so 
geht  seine  Polare  in  die  Tangente  in   1\   über. 
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Die  für  eine  Taugente  mit  gegebenem  Beiühningspunkte  ge- 
fundene Gleichung  3)  gewährt  uns  die  Mittel,  folgende  Aufgabe 
zu  lösen: 

Von  einem  außerhalb  eines  gegebenen  Kreises  ge- 
legenen Punkte  x^y^  sollen  an  diesen  Kreis  Berührende 
gezogen  werden;  es  sind  die  Berührungspunkte  zu  be- 
stimmen. 

Wird  ein  der  gestellten  Aufgabe  genügender  Bemhrung.spunkt 
mit  ^7j  bezeichnet,  so  erhält  nach  dem  Vorigen  die  an  diesen  Punkt 
gelegte  Tangente  die  Gleichung: 

§a;  +  Tji/  =  fc-, 

die,  wenn  die  Tangente  durch  den  gegebenen  Punkt  x^y^^  gehen 
soll,  auch  noch  mit  Einsetzung  von  x^  und  i/^  für  x  und  y  ihre 
Geltung  behalten  muß.  Beachtet  man  ferner,  daß  der  Punkt  §r; 
auf  der  Ki*eislinie  liegen  soll,  so  hat  man  zu  seiner  Bestimmung 
folgende  zwei  Gleichungen: 

^^1  +  vh  =  ^'■^ 

t2     I        2  7.2 

Da  die  eine  dieser  beiden  Gleichungen  quadi-atisch  ist,  so  müssen 
sich  zwei  zusammengehörige  Paare  von  Werten  füi'  'E,  und  7;  finden; 
die  Aufgabe  läßt  also  im  allgemeinen  eine  doppelte  Lösung  zu, 
was  dem  bekannten  elementar-geometrischen  Satze  entspricht,  daß 
von  einem  Punkte  außerhalb  eines  Ki-eises  zwei  Tangenten  an 
diesen  gezogen  werden  können.  —  Die  Berechnung  der  Werte  von 
'E,  und  rj  kann  der  Selbstübung  überlassen  bleiben.  Einfacher  ge- 
langen wir  auf  die  folgende  Weise   zum  Ziele. 

Wenn  in  der  ersten  der  beiden  zur  Ermittelung  von  §  und  1] 
führenden  Gleichungen,  nämlich  in 

^  und  7]  als  veränderlich  angesehen  werden,  so  gehört  dieselbe  als 
Gleichung  ersten  Grades  einer  geraden  Linie  an,  die  durch  die 
beiden  gesuchten  Berührungspunkte  hindurchgehen  muß.  Bezeichnen 
wir  nun  wie  gewöhnlich  die  laufenden  Koordinaten  mit  x  und  y, 
so  ist  mit  geänderter  Ordnung  der  Faktoren 

5)  x^x  -f  y^y  =  Ar 

die   Gleichimg  der  sogenannten  Berührungssehne    (dieselbe   nach 
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beiden  Seiten  hin  unendlich  verlängert  gedacht),  in  deren  Duiv-h- 
schnitten  mit  dem  gegebenen  Kreise  sich  die  beiden  Berührungs- 
punkte vorfinden.  Dies  ist  die  Gleichung  der  Polaren  des  Punktes 
Pj ,  wie  man  aus  4)  erkennt,  wenn  man   a  =  h  =  0  setzt. 

§   11.    Zwei  Kreise. 

Die  gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  können  immer  auf  die 
eines  Kreises  und  einer  Geraden  zurückgeführt  werden.  Sind  näm- 
lich, um  von  einer  möglichst  allgemeinen  Auffassung  auszugehen, 
die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  nach  Nr.  4j  im  §  9  in  der  Form 
,^  +  ,f-  -  2a^x  -  2\y  +  ^  =  0, 


'  x"'  +  ir  -  2a,x  -  2 h,y  +  I\  =  0 
gegeben,  so  muß  für  ihre  etwa  vorhandenen  gemeinschaftlichen 
Punkte  auch  jede  neue  Gleichung  gültig  sein,  welche  als  notwendige 
Folge  der  beiden  gegebenen  aufti-itt.  Durch  Subtraktion  entsteht 
die  Gleichung  ersten  Grades: 

2)  2  (a,-  a,)x-\-2  (b,-b,)  y  -  1\  +  P,  =^  0, 

d.  i.  die  Gleichung  derjenigen  Geraden,  welche  die  Durchschnitts- 
punkte der  beiden  zu  untersuchenden  Kreise  enthält,  unter  der 
Voraussetzung,  daß  solche  Punkte  vorhanden  sind.  Können  hier- 
nach die  beiden  Kreise  nur  Punkte  miteinander  gemein  haben, 
welche  gleichzeitig  in  dieser  Geraden  gelegen  sind,  so  folgt  zu- 
nächst mit  Rücksicht  auf  den  vorhergehenden  Paragraphen,  daß 
solcher  Punkte  höchstens  zwei  vorhanden  sein  werden.  Die  durch 
die  Gleichung  2)  chai-akterisierte  Linie  selbst  stellt  die  gemein- 
schaftliche Sekante  der  beiden  Kreise  oder  ihre  gemeinschaft- 
liche Tangente  dar,  oder  liegt  endlich  außerhalb  beider  Kreise, 
je  nachdem  dieselben  sich  schneiden,  sich  beiühren  oder  keine  ge- 
meinschaftlichen Punkte  besitzen.  Zu  einer  auf  alle  diese  di*ei 
Lagen  bezüglichen  Eigenschaft  der  fraglichen  Geraden  gelangen 
wir  dui'ch  die  folgende  Untersuchung. 

]\Iit  Einführung  der  abgekürzten  Bezeichnung 
n^^x'  +  y-  -  2fli.r  -  2b^y  +  P^ , 
n.;,z=x^  +  y-  -  2a.-,:r  -  2Ky  +  P. 
können  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  auf  die  Ausdiiicke 
Hl  =  0     und     II,  =  0 


.,     I 
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jeduzicrt  werden.  J)ie  duirli  Suhtraktion  entstandene  Gleichung  2) 
gewinnt  hiermit  die  Form 

//,,  -  rii  =  ( ) , 

oder  auch 

4)  n^  =  n,. 

Hierin  ist  die  geometrische  Eigenschaft  der  Linie  enthalten,  zu 
der  man  leicht  gelangt,  wenn  mau  auf  die  Werte  von  17^  und 
iJg  zurückgeht.  Dmcken  wir  zu  diesem  Endzwecke  P^  mit  Be- 
nutzung der  Formel  7)  im  §  9  durch  a^,  h^  und  l\  aus,  wobei 
Z'^  den  Radius  des  Kreises  bedeutet,  für  welchen  a^^  und  h^  die 
Mittelpunktskoordinaten  darstellen,  so  kann  die  erste  der  Gleichungen 
unter  Xi*.  3)  auf  die  Form 

^1  =  ip-' - «i')''+  0/ - h^-  -  ^-i' 

gebracht  werden.  Nach  einer  bereits  mehrfach  angewendeten  Formel 
stellt  hierin  die  Quadratwurzel  des  Ausdruckes 

{x  —  a^f  +  (y  —  &i)^ 

die  Entfernung  des  Punktes  xy  vom  Kreismittelpunkte  ciyh^  dar, 
die  wir  mit  e^  bezeichnen  wollen.  Für  JZj  ergibt  sich  hieraus 
der  Wert 

JTi  =  ^1-  -  h'- 
Mit  Rücksicht  auf  die  im  §  9  gewonnene  Deutung  der  dortigen 
Gleichung  7),  welche  mit  der  jetzt  gefundenen  in  der  Form  voll- 
kommen übereinstimmt,  bewährt  sich  hiemach  11^  als  Potenz  des 
Punktes  xy  für  den  Kreis,  welchem  die  Konstanten  a^ ,  &^  und  Jc^ 
zukommen.  In  ganz  gleicher  AVeise  gelangen  wir  zu  der  Erkennt- 
nis, daß  J7o  die  Potenz  des  Punktes  xy  für  den  zweiten  der  in 
Untersuchung  befindlichen  Kreise  darstellt.  Hieraus  folgt,  daß  die 
durch  die  Gleichung  4),  also  auch  dm-ch  die  hiermit  identische 
unter  Nr.  2 )  bezeichnete  Gerade  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  jedem 
ihrer  Punkte  in  Beziehung  auf  beide  Kreise  gleiche  Potenzen  zu- 
kommen. Nach  dieser  Eigenschaft  soll  sie  die  Linie  gleicher 
Potenzen  oder  kurz  Potenzlinie  für  die  beiden  Kreise  genannt 
werden.  Mittels  der  bekannten  Bedeutung  der  Potenz  eines  Punktes 
für  einen  Kreis  folgt  hieraus  unter  anderem,  daß,  wenn  man  von 
einem  außerhalb  der  beiden  Kreise  gelegenen  Punkte  dieser  Linie 
an  beide  Kreise  Tangenten  legt,  die  zwischen  diesem  Pvmkte  und 
den  Berührungspunkten  gemessenen  Strecken  dieser  Tangenten  gleich 
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lang  sind,  daß  also  z.  B.  die  von  den  Berührungspunkten  begi-enzten 
Strecken  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  beider  Kreise  von  der 
Potenzlinie  halbiert  werden.  Hiemach  führt  sie  auch  die  Benennung 
Linie  der  gleichen  Tangenten. 

Eine  zweite    allgemeine  Eigenschaft    der  Potenzlinie  wird  ge- 
wonnen, wenn  wir  ihre  in  Nr.  2)  enthaltene  Gleichung  auf  die  Form 

«1  —  «8  ,       ^       ^ 


b,-b,        '    2  (&!  —  &,) 

bringen,  worin  —  ,*       i—  die  Eichtungskonstante  bezeichnet.    Xach 

Nr.  5)   im   §  6    zeigt   sich,    daß    eine    Gerade    mit    der  Richtungs- 

konstante  -^ von  ihr  rechtwinklig  durchschnitten  wird.    Diese 

letztere  Konstante  gehört  aber  nach  Nr.  9)  im  §  5  der  Mittel- 
linie der  beiden  Kreise,  d.  i.  der  ihre  Mittelpunkte  verbindenden 
Geraden,  zu.  Hieraus  entsteht  der  Satz:  Die  Potenzlinie  zweier 
Kreise  steht  auf  der  Mittellinie  dieser  Kreise  senkrecht, 
wie  für  den  Fall,  wo  die  Potenzlinie  in  die  gemeinschaftliche 
Sekante  oder  gemeinsame  Tangente  übergeht,  aus  der  Elementar- 
geometrie bekannt  ist. 

Wird  zu  den  beiden  Kreisen  noch  ein  dritter  hinzugefügt, 
so  sind  nach  Nr.  4)  die  Gleichungen  der  Potenzlinien  dieser  drei 
Kreise 

77^  —  r/o  =  0 ,   Jig  —  Hg  =  0 ,  JTg  —  r/j  =  0 . 

Die  Summe  der  linken  Seiten  verschwindet  identisch;  daher 
folgt  (§  7,  in):  Die  Potenzlinien  dreier  Kreise  schneiden 
sich  in  einem  Punkte. 

Dieser  Lehrsatz  kann  benutzt  werden,  um  die  Potenzlinie 
zweier  sich  nicht  schneidenden  und  auch  nicht  berührenden  Kreise 
zu  konstruieren.  Legt  man  nämlich  einen  dritten  Kreis  so,  daß 
er  die  beiden  gegebenen  Kreise  schneidet,  so  sind  die  gemeinschaft- 
lichen Sekanten  zwei  Potenzlinien,  durch  deren  Durchschnittspunkt 
auch  die  dritte,  den  beiden  gegebenen  Kreisen  angchörige  hindurch- 
gehen muß.  Die  durch  diesen  Punkt  gelegte  Senkrechte  zur  Zeutral- 
linie  der  beiden  ersten  Kreise  stellt  die  gesuchte  Gerade  dar.  Die 
Fällung  der  Senkrechten  kann  auch  luugangeu  werden,  wenu  mau 
einen  vierten  Kreis  zu  Hilfe  nimmt,  welcher  wieder  die  beiden  ge- 
gebenen schneidet,  und  mittels  der  gemeinsamen  Sekanten  einen 
zweiten  Punkt  der  gesuchten  Potenzlinio   konstruiert. 
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Gehen  wir  zu  der  Aufgabe  über,  mittels  der  Potenzlinie  die 
gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  analytisch  zu  untersuchen,  so 
soll  zunächst  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  das  Koordinaten- 
system so  gelegt  werdon,  daß  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise 
eine  möglichst  einfache  Form  gewinnen.  Wir  treffen  hierzu  folgende 
Bestimmungen:  Der  Mittelpunkt  des  einen  der  beiden  Kreise,  und 
zwar  bei  Verschiedenheit  der  Halbmesser  der  Mittelpunkt  des 
größeren  (mit  dem  Radius  /iT)  werde  zum  Koordinatenanfangs- 
punkte gewählt  und  die  positive  Seite  der  a;- Achse  durch  das 
Zentrum  des  zweiten  Kreises  (dessen  Radius  k  sein  soll)  gelogt;  die 
positive  Zahl  a  gibt  den  Abstand  beider  Mittelpunkte  an.  Die 
Gleichungen    der    zwei  Kreise    sind    unter   diesen  Voraussetzungen: 

5)  I        ^''  +  r  =  J^^ 

Man  erhält  hieraus  durch  Subtraktion  als  Gleichung  der  Potenzlinie 

2ax  —  a^  =  K^-k\ 

welche  leicht  auf  die  Fonn 

^x                        a^  +  K^  —  k'       ,  a    ,    K^  —  k^ 

^)  ^  =  ^o ^^^^     ^■=Y+     -2«- 

gebracht  werden  kann.  Nach  dieser  Form  zeigt  sich  die  Potenz- 
linie parallel  zur  ^- Achse  oder  senkrecht  zur  a- Achse  in  Über- 
einstinunung  mit  der  bereits  bewiesenen  Eigenschaft  der  recht- 
winkligen Lage  zur  Mittellinie.  Zugleich  sehen  wir,  daß  sie  stets 
dem  Mittelpunkte  des  kleineren  Kreises  näher  gelegen  sein  muß, 
indem   sie    diu'ch   denjenigen   Punkt   der  Zentrallinie   hindurchgeht, 

^2 ^2 

welcher  um  den  nach  den  Voraussetzungen  positiven  Abstand 

'^      ^  2  a 

von  der  Mitte  der  Strecke  a  entfernt  ist.  Im  Falle  der  Gleich- 
heit beider  Kj-eise  liegt  die  Poteuzlinie  von  den  Mittelpunkten 
gleichweit  entfernt. 

Zur  Trennung  der  möglichen  Lagen  unterscheiden  wir  folgende 
di'ei  Fälle: 

a.  Ist  X  ]>  K^  so  liegt  die  Potenzlinie  außerhalb  des  größeren, 
also  auch  außerhalb  des  kleineren  Kreises,  da  etwa  vorhandene 
gemeinschaftliche  Punkte  stets  allen  drei  Linien  gemeinsam  sein 
müssen.    Nach  Nr.  6)  erhalten  wir  füi-  diesen  Fall  die  Bedingung 
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und  riacli  leichter  Umgestaltung 

(a-Kf -?:'>() 
oder 

{a  —  {K+Jcj\{a-(K-  Je) } >  0  . 

Der  letzteren  Ungleichung  wird  nur  genügt,  wenn 
entweder  a  >  ^  +  ^,  wobei  von  seihst  a  ^  K  —  t, 
oder  a  <i  K  —  /;,       „        „         „      a  <i  K  -r  h  . 
Im    ersteren     dieser    beiden    Fälle    ist    a^ '^  {K -\- li)  (K — 7;)    oder 
K^  —  Ä;2  <  «-,  folglich  mit  Rücksicht  auf  Nr.  6)  x  <  a.   Die  Potenz- 
linie liegt  hiernach  zwischen  beiden  Kreisen,  sodaß  dieselben  voll- 
ständig  voneinander   getrennt   sind.     Im  zweiten  Falle  erhält  man 
in   gleicher  Weise   E^  —  Z;^  >>  o"  und  a;  >  a,   die  Potenzlinie  liegt 
hierbei    außerhalb    der   beiden  Kreise,    von    welchen    der   eine    den 
andern  umschließt. 

ß.  Wenn  x  =  K,  so  ergibt  sich  durch  eine  ähnliche  Rechnung 
wie   vorher  die  Bedingungsgleichung: 

{  a  -  {K+Jc)  }  { a  -  (A'-  A- }  =  0 , 
welche  nur  Befriedigung  erlangt,  wenn  entweder  a  =  K  -\-  k  oder 
a=K — /.■.     Die  Potenzlinie  ist  hierbei  gemeinsame  Tangente  der 
beiden  Ki-eise,  welche  sich  im  ersten  Falle  von  außen,  im  zweiten 
von  innen  berühren. 

y.  Sobald  x  <C  K,  schneidet  die  Potenzlinie  beide  Kreise,  die 
demnach  einander  selbst  durchschneiden  müssen.  Als  Bedingimg 
hierfür    entsteht: 

[a-{K+k)}{a-{K-Jc)\  <0, 
was  nur  möglich  ist,  wenn 

A"  +  Ä-  >  «  >  A'  -  A- . 

Die  analytische  Untersuchung  der  Potenzlinie  führt  hiemach 
auf  die  aus  der  Elementargeometiie  bekannten  Unterscheidungs- 
merkmale der  Lagen  zweier  Ki-eise  zurück. 

§  12.    Kreisgleichung  für  schiefwinklige  Koordinaten. 

Soll  die  allen  vorhergehenden  Betrachtungen  zu  Grimde  ge- 
legte Eigenschaft  des  Kreises,  daß  jeder  Peripheriepimkt  denselben 
Abstand  vom  Mittelpunkte  besitzt,  dm-ch  schiefwinklige  Koordinaten 
ausgedrückt   werden,   so   entsteht   mit  Beibehaltung  der  früher  füi- 
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<0 


die  Mittelpunktskoordiiiatcu   und   den   Radius   oin<,'-efülirten  Bezeich- 
nungen nach  Nr.  2)  im  i^  o   als  allgemeinste  Gleichung: 

1)        (x  -  a)2  +  (//  -  h)-  +  2  Cr  -  a)  {y  -  h)  cos  w  =  Je-, 

worin    wieder    w    den   Koordinatenwinkel   darstellt.      Zunächst  kann 
diese   Gleichung  auf  die   Form 

•*'^  -\-  1/'  -\-  -X!l  cos  0)  —  2{a  -{-h  0,05  (o)  X  —  2{h  +  a  cos  co)  y 
+  (a-  +  Z^-  +  2  a  ?>  cos  oj  —  Ä'^)  =  0 
gebracht   werden,   und   wenn  wir  hierin  zur  Abkürzung 
a  +  h  cos  (0  =  iH  ,  l)  -\-  a  cos  co  =  n  , 

((-  -\-  h-  -\-  2 ah  cos  (0  —  h^  =  r 
setzen,  so  geht  sie  über  in: 


2) 


3) 


-\-  y^  -\-  2xy  cos  w 


2»//  +  P 


Was  die  Bedeutung  der  hierbei  benutzten  Konstanten  m,  n  und  P 
betriiit,  so  ist  vor  allen  Dingen,  leicht  ersichtlich,  daß  unter  P 
wieder  die  Potenz  des  Koordinatenanfanges  für  den  Kreis  zu  ver- 
stehen ist.      Setzen   wir  nämlich 

(i-  -f  h'-  -\-  '2 ab  cos  to  =  c', 

so  stellt  c  nach  Nr.  9)  im  §  2  die  Entfernung  des  Ivi-eismittel- 
punktes  vom  Koordinatenanfangspunkte  dar.  Mit  Substitution  dieses 
Wertes  in  den  Ausdruck  für  P  kommen  wir  aber  zur  Gleichung  7) 
des  §  9,  folglich  auch  zu  allen  daraus  gezogenen  Folgerungen  zu- 
rück. Rücksichtlich  der  Deutung  der  Kon- 
stanten »i  und  n  ist  auf  die  erste  der  Glei- 
chungen 7)  im  §  2  zu  verweisen,  nach  welcher 
m  =  b  cos  CO  -\-  a  die  Projektion  des  Radius- 
vektor des  Mittelpunktes  auf  die  rc- Achse 
und  n  (wie  sich  sofort  aus  Yertauschung 
der  Achsenbezeichnung  ergibt)  die  Projek- 
tion derselben  Strecke  auf  die  y- Achse  dar- 
stellt. Bestätigt  wird  dieses  Resultat  in  Fig.  21,  worin  a  =  OÄ  =  B  C 
und  h  =  OB  =  AC,  ferner  m  =  OM  und  n  =  ON  ist. 

Wird  die  unter  o)  gewonnene  Gleichung  des  Kreises  mit  der 
im  §  9  Nr.  18)  angefühi-ten  allgemeinen  Gleichvmg  zweiten  Grades 

a^j^x^  -{-  2a^^xy  -f  2a^^x  +  a.,.^y-  +  20,3^  +  «33  =  0 
in  Vergleichung  gebracht,  so  zeigt  sich,  daß  die  letztere  notwendig 
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einem  Kreise  —  wenn  überhaupt  einer  Linie  —  angehören  muß, 
sobald  der  Relation 

4)  a^i  '•  «12  •  f'22  ^  1  •  ''^^^  ^  '•  1 

Genüge  geleistet  ist.  Der  Weg,  welcher  zu  diesem  Resultate  führt, 
ist  mit  dem  im  §  9  bei  Nr.  18)  eingeschlagenen  vollkommen  über- 
einstimmend. 

Die  im  vorigen  aufgestellten  Formeln  gehen  selbstverständlich 
in  die  für  rechtwinklige  Koordinaten  gültigen  über,  wenn  w  =  90" 
gesetzt  wird.  Dabei  vereinfachen  sich  aber  die  Beziehungen  so 
sehr,  daß  es  sich  fast  für  alle  auf  den  Kreis  bezüglichen  Unter- 
suchungen empfiehlt,  vom  Gebrauche  schiefwinkliger  Koordinaten 
abzusehen.  Wir  beschränken  uns  daher  einzig  auf  das  folgende 
Beisjnel : 

Es  soll  die  Gleichung  eines  Kreises  aufgesucht 
werden,  welcher  die  Achsen  eines  beliebigen  Parallel- 
koordinatensystems berührt. 

Aus  Nr.  3)  ergibt  sich  bei  noch  unbestimmter  Lage  des 
Koordinatensystems  für  die  Abscissen  der  gemeinschaftlichen  Punkte 
des  Kreises  und  der  rr- Achse  mittels  der  Substitution  1/  =  0  die 
Gleichung: 

x^  —  2 nix  -f  P  =  0, 

deren  linke  Seite  zu  einem  vollständigen  Quadrat  werden  muß,  wenn 
die  ic- Achse  Tangente  sein  soll;   man   erhält  dafüx-  die  Bedingung: 

P=m\ 
In  gleicher  Weise  entsteht  als  Bedingung  dafür,   daß  die   //-Achse 
vom  Kreise  berührt  wird: 

P  =  H'. 

Treffen  wir  nun  noch  die  Verfügung,  daß  beide  Berührungspunkte  in 
den  positiven  Teilen  der  Koordinatenachsen  gelegen  sein  sollen,  also 
im  Vorzeichen  übereinstimmen  müssen,  so  führt,  die  aus  den  beiden 
letzten  Gleichungen   folgende  Relation  m'^  =  tr   zu  dem  Resultate: 

m  =  n  . 
Durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  frühere  allgemeine  Gleichung 
erhalten  wir 

5)  x^  -\-  y^  -\-  2xy  cos  co  —  2 nix  —  2mi/  -f  nr  =  0 

für  die  Gleichung  des  der  gestellten  Aufgabe  entsprechenden  Kreises. 
Die   Substitutionen   x  =  0    und    1/  =  0    zeigen,    daß    hierin    ni    den 
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Abstand  der  in  den  Achsen  gelegenen  Beriihrungspunkte  vom 
Koordinatcnanfange  ausdrückt  * ). 

Wird  in  der  Gleichung  5)  beiderseitig  das  Produkt 
2xy  (l  —  cosco)  =  Axy  sin^  -^w 
addiert,  so  gewinnt  sie  die  einfachere  Form: 

6)  {x-\-y  —  my  =  ixy  sin' ^co  . 

Multipliziert  man  hierin  noch  auf  beiden  Seiten  mit  cos^  ^w  und 
beachtet  dabei,  daß  4  sin"  V«  cos"^  ^oj  =  sin^  w  ,  so  kann  das 
Ergebnis   in   folgender  Weise  geschrieben  werden: 

'*)  {  ('^  ~l"  ?/  —  *'*)  cos  ^(o  }  ^  =  .'■  sin  fi)  •  y  sin  0) . 

Diese  letztere  Fonn  der  Gleichungen  5)  und  6)  fühi't  zu  einer 
einfachen  geometrischen  Deutung.  Stellt  nämlich  in  Fig.  22  AB 
die  den  tangierenden  Koordinatenachsen  zugehörige  Berührungssehne 
dar,  so  lege  man  durch  den  beliebigen  Peripheriepunkt  P  die 
Gerade  TU\\AB.  Dann  ist,  weil 
0Ä  =  OB  =  ni,  auch  NP  ==  KU=  x 
und  3IT=MP  =  i/,  folglich  x  +  y  —  m 
=  AT  ^=  BU.  und  {x-\-y  —  «*)  cos  \(o 
=  iSP,  wetm  SP  senkrecht  zur  Be- 
rühi-ungssehne ,  also  unter  dem  Winkel 
^io  gegen  jede  der  beiden  Koordinaten- 
achsen gezogen  ist.  Ferner  erhält  man 
X  s\n(o  =  BP  und  y  sin  co  ==  QP,  wobei 
QP  und  BP  rechtwinklig  gegen  die 
Koordinatenachsen  gestellt  sind.  Hiermit  gewinnt  die  Gleichung  7) 
die  Deutung: 

SI^  =  HP    QP 

und  schließt  den  folgenden  Lehrsatz  in  sich:  Im  Kreise  ist  der 
Abstand  jedes  Peripheriepunktes  von  der  Berührungs- 
sehne zweier  Tangenten  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den 
beiden  Tangenten. 


*)  Dasselbe  Resultat    folgt  auch   aus   der  Bedeutung  von  P,    ver- 
bunden mit  der  obigen  Gleichung  P  =  m  ^. 


Vi  e  r  t  e  s    Kapitel. 
Die  Kegelschnitte. 

§  lo.  Allgemeine  Formen  der  Kegelschnittsgleichung. 
Aus  dem  Umstände,  daß  infolge  der  in  den  §§  0  und  12  an- 
gestellton Betrachtungen  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
für  Parallelkoordinaten  sich  nur  unter  beschi-änkten  Bedingungen 
einem  Kreise  angehörig  zeigt,  envächst  die  Aufforderung,  noch 
andere  Linien  zweiten  Grades  ausfindig  zu  machon.  Ohne  deshalb 
für  jetzt  auf  die  Gleichung  selbst  zurückzugehen,  wenden  wir  uns 
zu  einer  Untersuchung,  die  uns  mit  noch  mehreren  Linien  dieser 
Art  bekannt  machen   soll. 

Der    geometrische    Ort    eines    Punktes    in    der  Ebene,    dessen 
Entfernungen   von    einem   festen  Punkte   und   einer  festen  Geraden 

derselben  Ebene  in  einem  un- 
veränderlichen Verhältnisse  e  zu 
einander  stehen,  führt  den  Na- 
njen  eines  Kegelschnittes, 
weil  er  unter  anderem  auf  der 
Oberfläche  eines  Rotationskogels 
mittels  des  Dmx'hschnittes  mit 
einer  Ebene  räumlich  dargestellt 
werden  kann.  Wir  stellen  uns 
die  Aufgabe,  diesen  Ort  nach 
der  eretrebcnen  Eiuronschaft  und 
unabhängig  von  seiner  stereo- 
metrischen Entstehung  analytisch 
zu  untersuchen.  Ist  CC  die 
feste  Gerade  (Leitlinie),  F  der  feste  Punkt  (Brennpunkt")  und 
FC   normal    zu    CO'-,    ist    ferner   P   ein    Punkt    dos    Kegolsolinitts 
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und  PN  normal  zu  C'C,  PM  parallel  CC\  so  ist  die  vorgelegte 
Bedingung 

FP : XP  =  £ 
oder 

1)  FP=  £    NP=  8  ■  C3f. 

Ein  Punkt  Ä  der  Kurve  ist  auf  der  Strecke  CF  enthalten; 
für  denselben  ist 

FÄ  =  £  ■  CA, 

also 

CF=  CÄ-j-  FÄ  =  (!+£).  CA. 

Wenn  man  den  Abstand  CF  mit  d  bezeichnet,  so  hat  man  daher 

2)  G^=/l    ^    ^•^  =  i4^- 

■^  1  -f-  *  1  +  f 

Aus  der  Definition  des  Kegelschnitts  folgt,  daß  derselbe  sym- 
metrisch gegen  die  Gerade  CF  liegt.  Daher  wählen  wir  dieselbe 
zur  Abscissenachse  des  Koordinatensystems.  Den  Anfangspunkt 
legen  wir  der  Einfachheit  wegen  in  den  Punkt  A.  Denn  ist  die 
Gleichung  einer  Kurve 

f(x,>/)  =  c, 

wobei  links  durch  das  Zeichen  f{x,>j)  ein  Polynom  angedeutet  ist, 
dessen  Glieder  sämtlich  x  oder  y  oder  beide  Koordinaten  in  der 
ersten  oder  in  höheren  Potenzen  als  Faktoren  haben,  so  ver- 
schwindet die  ganze  linke  Seite,  wenn  man  x  ^  y  =  0,  d.  i.  die 
Koordinaten  des  Anfangspunktes,  substituiert;  soll  nun  der  Anfangs- 
punkt auf  der  Kurve  liegen,  so  müssen  seine  Koordinaten  der 
Gleichung  der  Kurve  genügen,  es  muß  daher  c  =  0  sein.  Hieraus 
folgt:  Legt  man  den  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems 
auf  einen  Punkt  der  Kurve,  so  enthält  die  Gleichung  der 
Kurve,  falls  sie  von  der  oben  angegebenen  Form  ist, 
kein  von  x  und   ij  freies   Glied. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  FP3I  folgt 

sd 


^p.  =  ,.  +  (,_-£^)- 


Ferner  ist 

C3I  ==x  +  -^ 
Daher  hat  man  die  Gleichung 
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oder   entwickelt 

Hieraus  folgt 

4)  7f  =  2e(lx  —  (l  —  e^)x\ 

Diese  Gleichung  ist  rein  quadi-atiseh  in  Bezug  auf  y,  und  be- 
stätigt dadvirch  die  Symmetrie  der  Kurve  gegen  die  ^r- Achse;  denn 
zu  jedem  Werte  von  x  =  AM  gehören  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Werte  von  y,  MF  und  Mt^\  diese  beiden  Punkte  P  und  P'  liegen 
symmetrisch  gegen  die  rr-Achse. 

Die  Sehne  ED^  welche  den  Brennpunkt  F  enthält  und  nor- 
mal zu  AF  ist,  nennt  man  den  Parameter  der  Kurve  und  be- 
zeichnet ihn  mit  2p.  Für  den  Halbparameter  FD  ergibt  sich 
aus  der  Definition  der  Kurve 

FD  =  s  ■  CF] 

daher  hat  man 

5)  jj  =  sei. 

Führt  man  diesen  Wert  in  die  Km-vengleichung  4)  ein,   so  erhält 
man 

6)  /  =  2px  -  (1  -  e-)  x\ 

Der  Punkt  A  Avii-d  als  ein  Scheitel  des  Kegelschnitts  und 
demgemäß  die  Gleichung  6)  als  Scheitelgleichung  bezeichnet. 
Schreibt  man  sie  in  der  Form 

y-  =  X  [2p  —  (1  —  £-)  j], 


so  erkennt  man,  daß  y  außer  für  den  Wert-  x  =  0  auch  noch  ver- 
schwindet, wenn 

Ip 
1  ^^t- 


7)  X  = 


Die  Kurve  hat  daher  mit  der  Abscissenachse  außer 
dem  Anfangspunkte  noch  den  P\inkt  gemein,  dessen  Ab- 
scisse  2p  :  [1  —  v)  ist. 

Diese  Abscisse  wird  bei  einem  gegebenen  Werte  des  Para- 
meters um   so  größer,  je  kleiner  die   Difierenz   1  —  f "  ist. 
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Geht  e  zur  (Jrenze  1  über,  so  rückt  der  zweite  Schnittpunkt 
des  Kegelschnitts  mit  der  Symniotrieachse  AI''  in  unendliche  Ferne. 
Die  Kurvengleichung  vereinfacht  sich  unter  dieser  Voraussetzung  zu 

8)  ?/2  =  2px. 

Dieser  besondere  Kegelschnitt  wird  als  Parabel  bezeichnet. 
Ist  £  <C  1,   so  ist   1  —  f-  >>  0  und   daher  auch 

Jp 
1  —  t- 

positiv.  Es  liegt  nahe,  die  Form  der  Kurvengleichung  aufzusuchen, 
die  man  erhält,  wenn  der  Anfangspunkt  in  die  Mitte  zwischen  den 
beiden  Schnittpunkten  der  Kurve  mit  der  Abscissenachse  verlegt 
Avird.  Bezeichnet  man  die  Abscissen  im  neuen  Systeme  -wieder 
mit  jc,  so  hat  man,  um  die  Verlegung  auszuführen,  in  der  Gleichung  6) 
die  Abscisse  durch  die  Summe  aus  der  neuen  Abscisse  x  und  der 
Abscisse  p  :  (1  —  b^)  des  neuen  Anfangspunktes  zu  ersetzen.  Man 
erhält 


,'=2,(.+-^)-(t-.^)[.^+,l^.+-^_] 


oder,  anders  geordnet, 

9)  (l-^V  +  y^=Y^- 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisierte  Kurve  wird  als  Ellipse 
bezeichnet. 

Ist  £  >  1 ,  so  ist  1  —  £-  negativ.  Will  man  den  Anfangs- 
punkt wieder  in  die  Mitte  der  auf  der  Abscissenachse  enthaltenen 
Kurvensehne  verlegen,  so  hat  man  in  der  Gleichung  6)  die  Abscisse 
durch  X  —  P  '•  (s^  —  l)  zu  ersetzen.     Man  erhält 

r=-7yzn  +  (^  - 1)-'^ 

oder  passender 

Die  hierdm-ch  charakterisierte  Kurve  heißt  Hyperbel. 

Wenn  s  sich  der  Grenze  Null  nähert,  so  verschwinden  die 
Abstände    aller  Kurvenpunkte    vom  Brennpunkte  im  Vei-hältnis   zu 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  I.    7.  Aufl.  6 
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ihren  Abständen  von  der  Leitlinie;  sollen  daher  nicht  die  Dimen- 
sionen der  Kurve  verschwinden,  so  muß  der  Abstand  der  Leitlinie 
vom  Brennpvmkte  ins  Unendliche  rücken. 

Unter  den  Voraussetzungen  £  =  0  und  d  =  oo  kann  p  einen 
endlichen  Wert  behalten;  die  Kurvengleichung  geht  alsdann  über  in 

y^=  2px  —  x^, 
die  Kurve  wird  daher  ein  Kreis,  dessen  Mitte  F  und  dessen  Halb- 
messer p  ist. 

§  14.  Besondere  Gleichungen  für  die  drei  Kegelschnittslinien. 

I.  Die  Parabel.  Die  Grundeigenschaft,  aus  welcher  die 
Kegelschnitte  zur  Entstehung  gelangten,  geht,  wenn  £  ^  1  gesetzt 
wird,  in  Gleichheit  der  Entfernungen  jedes  Pai'abelpunktes  von 
Leitlinie  und  Brennpunkt  über.  Der  Scheitel  kommt  hierbei  in 
die    Mitte    zwischen    Brennpunkt    und    Leitlinie    zu   liegen;    es    ist 

1)  p  =  d,   CÄ  =  ÄF  =  ^2^. 

Wählen  wir  den  Scheitel  zum  Koordinatenanfange,  und  die  Sym- 
metrieachse zur  a;- Achse,  so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Parabel 
für  rechtwinklige  Koordinaten  (§  13,  Nr.  8) 

2)  y^  =  2px. 

Nach     dieser     Gleichung     wird   y    für    jedes    negative  x    imaginär, 
während  dagegen  allen  positiven  Werten  von  x  reelle  y  zugehören. 
Bezeichnet  man  zwei  Parabelpunkte  mit  xy  und  x-^y^,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen 

y^  =  2px  und  y{^  =  2pXy 
die  Proportion: 

2 

X  :  Xi  =  y2  ''  y^i 
d.  h.  die  Abscissen  sind  den  Quadraten  der  Ordinaten  pro- 
rig.  21.  portional.     Die  y  wachsen   also  gleichzeitig 

mit  den  rr,  jedoch  nur  proportional  mit  deren 
Quadratwurzeln,  also  in  einem  schwächeren 
Verhältnisse.  Durch  Verbindung  dieser  Eigen- 
schaft mit  der  früher  schon  bewieseneu  Sym- 
metrie aller  Kegelschnitte  in  Beziehung  auf 
■^'  die  Achse  erhält  die  Parabel  die  Gestalt  der 
Kurve  LAL'  (Fig.  24),  sodaß  sie  zu  beiden  Seiten  der  Achse  AX 
ins  Unendliche  verläuft.  A  stellt^^hierbei  den  Scheitel  und  F  den 
Brennpunkt  dar. 
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Die  Leitlinie  ist  in  einem,  mit  AF  gleichen  Abstände  rück- 
wärts von  Ä  senkrecht  gegen  die  Achse  gelegen. 

II.  Die  Ellipse.  Ist  s  <C  1,  so  ergibt  sich  für  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem,  dessen  rc-Achse  durch  den  Brennpunkt 
normal  zu  der  Leitlinie  gelogt  ist  und  dessen  ?/- Achse  die  auf  der 
X-Achse  enthaltene  Kurvenseh no  halbiert,  die  (ileichung  (§  13,  Nr.  9) 

Da  diese  Gleichung  sowohl  für  x  als  t/  rein  quadratisch  ist,  so  hat 
die  Ellipse  in  Beziehung  auf  beide  Koordinatenachsen  eine  sym- 
metrische Form,  besteht  demnach  aus  vier  unter  sich  kongruenten 
Quadi"anten.  Der  Koordinatenanfang  ist,  wie  hieraus  leicht  ab- 
geleitet werden  kann,  Mittelpunkt  der  Ellipse,  d.  h.  er  besitzt 
die  Eigenschaft,  daß  auf  jeder  hindurchgelegten  Geraden  zu  beiden 
Seiten,  von  ihm  zwei  Ellipsenpunkte  in  gleichem  Abstände  gelegen 
sind.  Wird  der  Abstand  des  Scheitels  A  vom  Mittelpunkte  mit 
a  bezeichnet,  so  ist  (§  13) 

4)  a^,l-^. 

Die  Entfernung  des  Brennpunktes  F  vom  Mittelpunkte  führt  den 
Namen  lineare  Exzentrizität,  und  wird  mit  c  bezeichnet;  die- 
selbe ergibt  sich  aus 

c  =  a~AF 

5)  c  = 


—  s-         l  +  f 

zu 

sp 

1  £^ 

Wenn  man  den  aus  4)  folgenden  Wert 

1  2  P 

JL    —   c     — 

a 
in  die  Gleichung  3)  einsetzt,  so  erhält  man 

und  hieraus  entsteht,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  durch  ajj  dividiert, 

^  +  ^  =  1. 
a-        ap 

Bezeichnen  wir  endlieh  die  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und  p 
mit  h,  oder  gebrauchen  die  Beziehung: 
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Fig. 


6)  6^  =  ap, 

so  erlangt  die  Ellipsengleichung  die  symmetrische  Form: 

Hieraus  folgen  füi-  reelle  Werte  der  Koordinaten  die  Bedingungen: 

wonach  die  Abscissen  aller  Ellipsenpunkte  zwischen  den  Grenzen 
—  a  und  -f-  «,  die  Ordinalen  zwischen  —  h  und  -\-  h  enthalten  sind. 
Beschränken  wir  uns  bei  der  Formübereinstimmung  der  ^^e^  Qua- 
dranten auf  denjenigen,  in  wel- 
chem X  und  y  positiv  sind ,  so 
gehören  der  Gleichung  zufolge 
wachsenden  x  abnehmende  y  zu. 
Die  Ellipse  zeigt  sieht  daher  als 
geschlossene  Kurve  in  der  Ge- 
stalt von  Fig.  25.  Für  y  =  0 
und  a;  =  0  finden  sich  x=  +  a 
und  y  =  +  h  als  Koordinaten 
der  in  den  Achsen  gelegenen  Punkte  A^  Ä,  B  und  B\  der  so- 
genannte Achsenscheitel.  Die  Strecken  A'A  =  2a^  B'B  =  2h 
führen  die  Namen  große  und  kleine  Achse  der  Ellipse,  die 
Konstanten  a  und  &  sind  also  die  beiden  Halbachsen.  Zu  der 
Berechtigimg,  zmschen  den  beiden  Achsen  einen  Gegensatz  der 
Größe  festzustellen,  gelangt  man  mittels  der  beiden  Gleichungen  5) 
und  6),  aus  denen  die  Ungleichung 

folgt.      Nur   wenn   e  =  0,   d.  h.    wenn    die   Ellipse    in    einen  Kreis 
übergeht,  werden  diese  drei  Werte  unter  sich  gleich. 

Zwischen  den  bei  den  vorhergehenden  Gleichungen  eingefühi'ten 
beständigen  Größen  finden  noch  einige  Beziehungen  statt,  die  zur 
Herleitung  von  Eigenschaften  der  Ellipse  benutzt  werden  können. 
Aus  der  Gleichung   5)  erhält  man 

8)  .  =  ^. 

Das    Verhältnis  c   erhält   hiermit    die  Eigenschaft,   die    lineai-c    Ex- 
zentrizität als  Bruchteil  der  großen  Halbachse  darzustellen,  weshalb 
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man  ihr  auch  den  Namen  numerische  Exzentrizität  verleiht. 
Zugleich  zeigt  sich  aber  mit  Rücksicht  auf  dio  frühere  Bedeutung 
dieser  Konstanten,  daß  zwischen  der  großen  Halbachse  einer  Ellipse 
und  ihrer  linearen  Exzentrizität  dasselbe  Verhältnis  stattfindet,  in 
welchem  die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Kurve  von 
der  Leitlinie  und  dem  zugeordneten  Brennpunkte  zueinander  stehen. 
Aus  der  Verbindung  von  5)  und  6)  ergibt  sich  femer: 

und  hieraus  mit  Benutzung  der  Relation   8)  nach  geänderter  Ord- 
nving  der  Glieder: 

9)  a^  =  &2 -^  cl 

Die  Gleichungen  8)  und  9)  können  dazu  dienen,  füi-  eine  mit 
ihren  Achsen  gegebene  Ellipse  die  Lage  des  Brennpunktes  und  der 
zugeordneten  Leitlinie  ausfindig  zu  machen.  Nach  Nr.  9)  gibt  sich 
nämlich  zunächst  die  lineare  Exzentrizität  als  Kathete  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  zu  erkennen,  in  welchem  die  beiden  Halbachsen 
die  Hypotenuse  und  die  andere  Kathete  darstellen;  der  Brennpunkt 
liegt  daher  in  einer  der  gi'oßen  Halbachse  gleichen  Entfernung 
von  den  Scheiteln  der  kleinen  Achse.  Beachtet  man  ferner,  daß 
der  Abstand  eines  Scheitels  der  kleinen  Achse  von  der  Leitlinie 
mit  der  Entfernung  der  letzteren  Linie  vom  Mittelpunkte  identisch 
ist,  so  folgt,  wenn  man  die  oben  bei  Xr.  8)  gefundene  Propor- 
tionalität auf  diese  Entfernung  anwendet,  daß  der  Abstand  der 
Leitlinie  vom  Mittelpunkte,  die  große  Halbachse  und  die  lineare 
Exzentrizität  eine  stetige  geometrische  Proportion  bilden.  Nach 
diesen  Bemerkungen  gewährt  es  keine  Schwierigkeit,  Brennpunkt 
und  Leitlinie  zu  konstruieren;  man  gelangt  aber  dabei,  insofern 
jede  dieser  Konstruktionen  zu  beiden  Seiten  der  kleinen  Achse  aus- 
geführt werden  kann,  zugleich  zu  der  Wahrnehmung,  daß  zwei 
Leitlinien  und  zwei  Brennpunkte  vorhanden  sein  müssen,  von  denen 
jedesmal  die  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkte  aus  gelegeneu 
einander  zugeordnet  sind.  In  der  Symmetrie  der  Ellipse  gegen 
die  kleine  Achse  findet  diese  Eigentümlickkeit  ihre  einfache 
Erklärung. 

Das  Vorhandensein  zweier  Brennpunkte  gibt  noch  zu  der  fol- 
genden Betrachtung  Veranlassung.  Sind  D^D^  und  1^2-^2  ^^^  beiden 
Leitlinien  der  Ellipse  in  Fig.  26,  ferner  J\  und  F^  die  zugeordneten 


86 


Viertes  Kapitel    Die  Kegelschnitte. 


Breanpunkte,  so  gelten  infolge  der  Eigenschaft,  die  wir  der  Ent- 
stehung der  Kegelschnitte  zu  Grunde  gelegt  haben,  die  beiden 
Fig.  i'6.  Gleichungen:     PF^  =  e  ■  P]S\, 

F^P=  £    K,P,    und    es    folgt 
hieraus  durch  Addition: 


F,P+PF^=eE,E,. 

Nach    der    zwischen     der    Ent- 
fernung    einer    Leitlinie    vom 

Mittelpunkte,  der  großer)   Halbachse  und  der  linearen   Exzentrizität 

stattfindenden  stetigen  Proportion  ist 

C-Ej  =  a^:  c,    also  E^E^=  '2a-  :  c  =  2a  :  s 

und  demnach 

F,P+PF,^2a. 

Geben  wir  dem  Abstände  eines  Kegelschnittspunktes  vom  Brenn- 
punkte den  Namen  Brennstrahl,  wonach  jedem  Punkte  einer 
Ellipse  zwei  Brennstrahlen  zugehören,  so  führt  das  Vorhergehende 
zu  dem  Lehrsatze:  Für  jeden  Ellipsenpunkt  ist  die  Summe 
der  beiden  Brennstrahlen  unveränderlich  gleich  der 
großen  Achse. 

III.  Die  Hyperbel.  Für  den  Fall  £  >  1  ergab  sich  in  §  13 
gegenüber  dem  Falle  £  •<  1  der  wesentliche  Unterschied,  daß  der 
Mittelpunkt  —  wenn  wir  diese  Bezeichnung  vorläufig  auch  auf 
den  Koordinatenanfang  in  §  13,  Nr.  10  anwenden  —  und  der 
Brennpunkt  F  von  der  Leitlinie  CC'  getrennt  werden,  während 
bei  der  Ellipse  F  und  der  Mittelpunkt  auf  derselben  Seite  von  CG' 
liegen.  Bezeichnet  man  auch  hier  den  Abstand  des  Scheitels  A 
vom  Mittelpunkte  mit  a,  so  hat  man 


10) 


t-—  1 


Für  die  lineare  Exzentrizität,   den  Abstand  des  Brennpunktes  vom 
Mittelpunkte,  hat  man 


^^  +  j=^  =  7^r  + 


hieraus  folgt 
11) 


c  = 


f]> 
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Setzt  man   den   aus    10)   folgenden   Wei-t 

.^-1  =  ^^ 
a 

in   die  Gleichung  der  Kurve   (§  13,  10) 

(£^-l):r^'-2,^  =  -,^, 

so  erhält  man  nach  einfacher  Umgestaltung 

X-  _  y-  ^  ^ 
a-        ap  ' 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Hilfsgröße  b  einführt,  für  welche  die 
Eelation  6)  gültig  ist, 


-)  (»)-(0  = 


Aus  der  Form  dieser  Gleichung  folgt  vorerst  wieder  die  Sym- 
metrie der  Hyperbel  in  Beziehung  auf  die  x-  und  die  3/- Achse;  es 
besteht  also  auch  diese  Kurve  in  Übereinstimmung  mit  der  Ellipse 
aus  vier  unter  sich  kongruenten  Quadranten,  und  der  Koordinaten- 
anfang verdient  ebenso  wie  dort  den  Namen  Mittelpunkt.  Dabei 
ist  aber  die  Gestalt  eine  durchaus  verschiedene,  wie  sich  mittels 
der  Bedingungen 

ableiten  läßt.  Nach  der  ersten  dieser  Ungleichungen  sind  nämlich 
keine  Hyperbelpunkte  möglich,  wenn 

-H  rt  >  J  >  —  a, 

also  bei  Übereinstimmung  der  Achsen  und  des  Wertes  a  gerade 
innerhalb  des  Raumes,  wo  sich  alle  außerhalb  der  a:- Achse  ge- 
legenen Ellipsenpunkte  befinden;  nur  für  y  =  0  fallen  beide  Kurven 
zusammen  und  geben  x  =  +  a  für  die  Abscissen  der  Achsenscheitel. 
Die  Hyperbel  zerfällt  hiermit  in  zwei  voneinander  getrennte,  zu 
beiden  Seiten  der  y-Achse  gelegene  Zweige.  —  Fassen  wir  femer 
von  den  vier  kongruenten  Quadranten  der  Hyperbel  denjenigen  be- 
sonders ins  Auge,  innerhalb  dessen  beide  Koordinaten  positiv  sind, 
so  wachsen  infolge  der  unter  12)  gefundenen  Gleichung  die  y 
gleichzeitig    mit    den   x\    damit    ist    aber    gemäß   der   Ungleichung 
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d.  li.  die  Hyperbelordinaten  sind  bei  übereinstimmenden  x  kleiner 
als  die  y  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden,  in  welcher 

die  Richtungskonstante  die  Größe  besitzt.  Zur  näheren  Unter- 
suchung der  gegenseitigen  Lage  der  Hyperbel  und  dieser  Geraden 
bringen   wir  die  Hyperbelgleichung   12)  auf  die  Form: 

oder,  indem  wir  linker  Hand  in  Faktoren  zerlegen: 
'b  \     /b 


(«^-^)-(«^'  +  ^)  =  ^'- 


Hieraus  folgt  für  jeden  Punkt  der  in  Rede  stehenden  Hälfte  des 
einen  Hyperbelzweiges: 

b  ab^ 

—  X  —  i/  =  T       , 

a  "^        o.r -(-«!/ 

Der  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Quotient  gibt  für  den  Über- 
schuß von      X  über  y,  d.  i.  für  den  in  einer  Parallelen  zur  _y -Achse 

gemessenen  Abstand  der  Geraden  und  Hyperbel,  Werte,  die  sich 
bei  gleichzeitig  wachsenden  x  und  ?/  fort  und  fort  verkleinem;  ja 
es  kann,  wenn  man  x  hinreichend  groß  wählt  und  damit  auch  t/ 
entsprechend  anwachsen  läßt,  dieser  Unterschied  kleiner  als  jede 
noch  so  kleine  (rröße  werden,  ohne  doch  jemals  ganz  in  Null 
überzugehen.  Eine  Gerade,  wie  die  eben  untersuchte,  an  welche 
sich  eine  krumme  Linie  mehr  und  mehr  anschmiegt,  ohne  doch 
je  mit  ihr  vollständig  zusammenzufallen,  heißt  eine  Asymptote 
der  Kurve;  die  Hyperbel  besitzt  mit  Rücksicht  auf  ihre  Symmetrie 
gegen  die  von  uns  gewählten  Koordinatenachsen  zwei  Asymptoten, 
die  sich  im  Mittelpunkte  schneiden.  Die  Gleichungen  dieser  Asymp- 
toten sind 

13)  V  =  +      X    und    11  =  —      X. 

In  Fig.  27  ist  eine  Hyperbel  mit  den  Asymptoten  I.h  und 
Ij'L'  dargestellt.  Die  geradlinige  Strecke  Ä A  =  '2(i  führt  den 
Nanion  Hauptachse;  die  durch  den  Mittelpunkt  senkrecht  zur 
Hauptachse    gelegte    Gerade    YY  wird    die  Nebcnachse    genannt. 
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Unter  Länge  der  Xebenachse  versteht  man  das  Doppelte  derjenigen 
Größe,  die  wir  mit  h  bezeichnet  haben.  Diese  Länge  kann  durch 
eine  Gerade  -DA'  =  DE'  dar. 
gestellt  werden,  welche  man 
durch  einen  Achsenscheitel  pa- 
rallel zur  Nebenachse  zwischen 
den  Asymptoten  legt.  Nach 
den  Gleichungen  der  Asymp- 
toten ist  nämlich,  wenn  wir 
L  J)  CA  oder  die  Hälfte  des  so- 
genannten Asymptotenwinkels 
DCE  mit  y  bezeichnen, 

14)  tau  y  =  ^^, 

und  hieraus  folgt: 

DJ.  =  a -tan  7  =  6,    also    DE  =  2h. 

Von  DE  oder  D' E'  aus  wird  diese  Länge  leicht  auf  die  Neben- 
aehse  nach  BB'  übertragen.  Zu  bemerken  ist  dabei,  daß  eine 
Ellipse  mit  denselben  Halbachsen  a  und  h  in  dem  zu  dieser 
Konstraktion  benutzten  Rechteck  DEE'D'  völlig  eingeschlossen 
sein  würde. 

Die  Beziehung  a  >  &,  die  bei  der  Ellipse  Geltung  fand,  kommt 
für  die  Hyperbel  in  Wegfall.  Es  ergibt  sich  diese  Wahrnehmung 
unmittelbar  aus  der  Gleichung  10),  wonach  a>_p,  wenn  £"<2, 
dagegen  a  <  p,  wenn  e^  >  2.  Da  nun  b  immer  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  a  und  j3  darstellt,  so  muß  im  ersteren  Falle 
auch  ö  >  6  und  im  letzteren  a  <  &  sein.  Sobald  £^  =  2,  oder 
s  =y2,  werden  o,  h  und  p  unter  sich  gleich;  die  Hyperbel  wird 
dann  eine  gleichseitige  genannt.  Aus  Nr.  14)  folgt  ohne 
Schwierigkeit,  daß  der  Asymptoten  wink  el  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel ein  rechter  sein  muß,  während  er  für  a  >  fc  spitz  und  für 
rt  <C  &   stumpf  ist. 

Was  die  übrigen  für  die  beständigen  Größen  der  Ellipse  auf- 
gestellten Beziehungen  betrifft,  so  zeigen  zunächst  die  Gleichungen  10) 

und  11),  daß  die  Formel 

c 


auch   für   die   Hyperbel  Anwendung  findet.     Hiermit  können   aber 
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zugleich  die  daraus  gezogenen  Folgerungen  übertragen,  werden. 
Nur  Nr.  9)  erleidet  eine  Änderung,  indem  die  Verbindung  von  6) 
und  10)  zu  dem  Resultate 

7  2  ,2  ■«  \       2 

h-  =  U"  —  1)  «- 

hinfühi-t,  Avoravis  mit  Einsetzung  des  Wertes  von  e  und  geänderter 
Ordnung  der  Glieder  die  Relation 

15  j  c^^a^+h- 

hergeleitet  wird.     CD  =  GE  in  Fig.  29  ist  daher  gleich  dem  Al)- 

stande  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte. 

In  gleicher  Weise  wie  bei  der  Ellipse  gelangen  -wir  auch  bei 

der  Hyperbel  zu  zwei  Leitlinien  und  zwei  Brennpunkten,  von  denen 

wieder  die  auf  derselben  Seite  der 
Nebenachse  gelegenen  einander  zu- 
geordnet sind.  In  Fig.  28  sind  diese 
beiden  Leitlinien  dui'ch  D^D^  und 
D2D2  dargestellt  mit  den  zugeord- 
neten Brennpunkten  F^  und  F^. 
Bezeichnen  wir  mit  s  die  Charakte- 
ristik oder  numerische  Exzentrizität. 

so  folgt    aus    einer   ähnlichen   Rechnung,   wie    die   zu   Fig.   26    bei 

Untersuchung   der  Brennstrahlen  der  Ellipse  angestellte, 

F^P—F^P=  s  ■  E^E^, 


Fig.  28. 


und  hieraus: 


F„P-  F,P 


Dies  gibt  den  zur  Konstruktion  der  Hyperbel  brauchbaren  Lehi-satz: 
Für  jeden  Hyperbelpuukt  ist  der  Unterschied  der  beiden 
Brennstrahlen  unveränderlich  gleich  der  Hauptachse. 

Die  zwischen  der  Ellipse  und  Hyperbel  stattfindenden  Ana- 
logien können  analytisch  auf  die  Zusammenstellung  ihrer  Gleich- 
ungen 7)  und  12)  zurückgeführt  werden.  Beide  werden  identisch, 
sobald  man  die  elliptische  Halbachse  h  in  />"[/ —  1  übergehen  läßt. 
Dadurch  ist  der  Ausspruch  gerechtfertigt:  die  Hyperbel  kann  als 
Ellipse  mit  imaginärer  kleiner  Achse  aufgefaßt  werden.  Viu 
endlich  noch  eine  Vergleichuiig  mit  der  Parabel  zu  erlangen,  nuiß 
man  für  alle  drei  Kurven  die  im  §  13  unter  Nr.  G")  benutzte 
Gleichung    anwenden,    weil    in    der  Parabel    kein    Mittelpunkt  vor- 
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banden  ist.    Bei  Einführung  der  Beziehungen  4)  und   10)  entsteht 
hieraus  das  folgende  System  von  Gleichungen: 


16) 


die  in  der  gewählten  Reihenfolge  zur  Ellipse,  Parabel  und  Hyiierbel 
gehören.  Ellipse  und  Hyperbel  gehen  nach  dieser  Zusammenstellung 
in  die  Parabel  über,  wenn  man  a  unendlich  werden  läßt,  während  p 
endlich  bleibt;  hiernach  kann  die  Parabel  als  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  mit  unendlich  großer  Achse  betrachtet  werden. 

Wir  schließen  hieran  noch  einige  Bemerkungen  über  Polar- 
gleichungen der  Kegelschnitte.  Nimmt  man  einen  Brenn- 
punkt F  als  Pol  und  zählt  die  Polwinkel  von  dem  Scheitel  A  aus, 
der   zwischen   dem  Pole   und   seiner  Leitlinie  CC'  liegt,    so    erhält 

man  aus  PF :  PN  =  s  sofort 

Fig.  2a. 

r  -=  e  (d  —  r  cos  9)), 

und  hieraus,  wenn  man  j)  =  sd 
beachtet, 

^  1  +  *  cos  (p 

Zählt  man  die  Polwinkel 
von  derVerlängerung  von  ÄF 
aus,  so  erhält  man  statt  17) 
die  Gleichung 

18)     r  =  ^-^ 

1  —  e  cos  qp 

Werden  die  Polwinkel  dagegen  von  einer  beliebigen  Geraden  des 
Brennpunktes  F  aus  gezählt  imd  gehört  alsdann  zu  A  der  Pol- 
winkel a,  so  erhält  die  Polargleichung  eines  Kegelschnitts  für  den 
Brennpunkt  als  Pol  die  allgemeine  Fomi 


19) 


P 


1  —  s  cos  (qp  —  cc) 

Diese  Gleichung  enthält  die  drei  Konstanten  p,  f,  a.  zu  deren  Be- 
stimmung drei  voneinander  unabhängige  Bedingungen  nötig  sind; 
diese  Bedingungen  können  z.  B.  die  sein,  daß  der  Kegelschnitt  drei 
gegebene   Punkte   P^.   Pg,   P3    enthalten   soll.      Sind    deren    Polar- 
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'\fn  >'2^-2i  ''3  9'.3?    ^^    hat    man    den    Gleichungen    zu 


1         1         f  .  . 

-  =       cos  iw.  —  a), 

1         1         f  . 

'•-  ^  P~P  ^^"^  ^"^^  ~  "' ' 

1  1         f  i  \ 

—  =      —  cosiqp, —  a). 
r^        p        p 


Aus  ihnen  folgen 

1  1  £  /        , 

=  -  (cos  ((Fo 

21)  ^1        r,       p^        "^2 

"  1         1         f  .       , 

=       (cos  (qPo 

r^         r,        p"-        '^3 

hieraus  ergibt  sich  durch  Division 


c()  —  cos  (qTj  —  «)), 
«)  —  cos  (qpi  —  cf)), 


rArt—ri) 

cos 

(qpa  — 

a)  —  cos  (qp, 

-«) 

'•i(rs  —  r^) 

cos 

(«Ps  — 

a)  —  cos  (9, 

,  — «) 

Di 

i  nun 

bekanntlich 

cos  A  —  cos 

f*  = 

2  sin 

2 

sin 

-2"  ' 

so 

erhält 

man  schließlich 

22) 

sin(i((jPj+qPs)  — 
sin(|((pj  +9,)- 

a) 

■«) 

_'s('8 

-»•1) 

sin 
sin 

-fi) 

-qp») 

Von  den  unbekannten  Winkeln 

kennt  man  den  Unterschied  ^((po  —  «Pi)  mid  nach  22)  das  Sinus- 
verhältnis, und  findet  hieraus  die  Winkel  selbst  und  damit  die  Un- 
bekannte or  nach  bekannten  trigonometrischen  Regeln.  Führt  man 
das  gefundene  a  in  eine  der  Gleichungen  21)  ein,  so  folgt  e:p,  und 
durch  weitere  Einsetzung  in  eine  der  Gleichungen  20)  findet  man  p. 
Soll  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  sein,  so  hat  £  den  Wert  1: 
alsdann  genügen  zwei  Punkte;  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 
p  und  a  hat  man  dann  die  Gleichungen 

11  2  1 

-  =  -  (1  —  cos  {(fi  —  «))  =  ^"^  sin^  ^  ((pj  -  «\ 

-L  =  ■'l  (1  —  cos  (qco 


23) 


»•*       P 
aus  denen  durch   Division  folgt 


^-  sm-  ;,  {(f^  —  aj, 
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sin  .1  ((p,  —  a)  ^  1  As 

sin  .\  (qp.  —  k)  Y   1\ 

wodurch  «  bestimmt  ist. 

Gehören  die  Kegelsthnittspunkte  P  und  i''  zu  den  Polwinkeln  qp 
und  180°  +  9,  liegt  also  P'  auf  der  Verlängerung  von  PF,  so  ist 


1  —  f  cos  qp  '  1  +  *  COS  qp  ' 

hieraus  folgt  sofort 

W'  +  '.)  =  i- 

Dies  gibt  den  Satz:  Jede  durch  einen  Brennpunkt  eines 
Kegelschnitts  gelegte  Sehne  wird  in  diesem  Punkte  so 
oeteilt,  daß  das  harmonische  Mittel  ihrer  beiden  Ab- 
schnitte  konstant,  nämlich  dem  Halbparameter  gleich  ist. 
Der  Punkt  'S}?,  der  die  Strecke  PP  außen  in  dem  Verhält- 
nisse l  =  r:r  teilt,  hat  nach  §  3  Nr.  11   die  Abscisse 

x  — Xx        rx  — r  X 
^  ^   \  —  i'  ""    7  — ?     ■ 
Setzt  mau  hier 

X  =  r  cos  ^,    a;'  =  —  r  cos  qp, 
so  erhält  man 

Aus  24)  folgt 

r  —  r 
daher  ergibt  sich 


2rr'  cos  qp 
r  = -, 

^  4»      /»• 


2^£C0sqp  2frr'cosqp 


E^^cos^qp  p 


Folglich  liegt  %  auf  der  Leitlinie;  wir  haben  damit  den  Satz  ge- 
funden: Auf  jedem  Brennstrahle  eines  Kegelschnitts  sind 
die  beiden  auf  ihm  enthaltenen  Punkte  der  Kurve  dem 
Brennpunkte  und  dem  auf  der  zugehörigen  Leitlinie 
liegenden  Punkte  harmonisch  zugeordnet. 

Von  dem  allgemeinen  Überblicke  der  drei  Hauptformen  der 
Kegelschnitte  wenden  wir  uns  in  den  folgenden  Kapiteln  zur  ana- 
lytischen Untersuchung  der  einzelnen  Kurven.  Wir  gehen  dabei 
von  der  Parabel  aus,  die  insofern  für  die  einfachste  dieser  drei 
Linien  anzusehen  ist,  als  ihre  Gleichung  nur  von  einer  Konstanten 
abhängig  gemacht  werden  kann,  während  für  die  Ellipse  und  Hy- 
perbel die  Einfühning  zweier  beständiger  Größen  nötig  wird. 


Fünftes  Kapitel. 
Die  Parahel. 


§  15.    Die  Gleichung:  y^  =  2px. 
Nachdem  wir  ini  vorigen  Paragraphen  unter  I.  aus  der  Gleichung 

l)  y^  =  2p  X 

bereits  die  Hauptumrisse  der  Gestalt  für  die  dadurch  repräsentierte 
Kurve  - —  die  Parabel  —  hergeleitet  haben,  wollen  \vir  jetzt  die 
Gleichung  anwenden,  um  aus  ihr  die  Mittel  zu  ihrer  geometrischen 
Darstellung  zu  gewinnen. 

I.  Wird  Nr.  l)  in  eine  stetige  Proportion  aufgelöst,  so  er- 
scheint y  als  mittlere  Proportionale  zwischen  2j)  und  ic,  oder  auch 
zwischen  p  und  2x.  Jede  Konstruktion,  durch  welche  die  mittlere 
Proportionale  zweier  Strecken  gefunden  wii'd,  ist  daher  brauchbar, 
um  beliebig  viele  Punkte  einer  Parabel  zu  erlangen,  deren  Achse, 
Scheitel  und  Parameter  gegeben  sind.  Trägt  man  z.  B.  aus  dem 
Fig.  30.  Scheitel  A  (Fig.  30)    die  Abscisse  AM 

auf  der  Achse  riickwärts  nach  A  T, 
macht  21 X  =  p  und  konstruiert  über 
dem  Durchmesser  TN  =  2x  -]-  p  einen 
Halbkreis,  so  wird  die  Ordinate  MP  in 
_Y  einem  Parabelpunkte  P  geschnitten,  weil 
nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  3IP  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
TM  und  3TN  d.  i.  zwischen  2x  und  p  bildet.  Die  besondere 
Auftragung  der  Strecke  3rN  kann  hierbei  noch  erspart  werden, 
wenn  man  beachtet,  daß  der  Mittelpunkt  des  beschriebenen  Halb- 
kreises in  den  Brennpunkt  F  der  Parabel  fällt.  Der  Konstruktion 
zufolge  ist  nämlich 


s?   lö.    l)i('  (ileichung:  7/*  =  2/>a*.  *J5 

Ti''=  TA-\-  AF=x-\-  \i> 
=  i  (2a;4-i>) 

=  •Vri^^ 

Das  angegebene  Verfahren  empfiehlt  sich  namentlich  insofern,  als 
sich  später  zeigen  wird,  daß  dabei  gleichzeitig  in  TP  und  PN 
die  Tangente  und  Normale  des  Parabelpunktes  T  zum  ^'orsf•hein 
kommen. 

IL     Liegt    ein    Punkt    auf    zwei    Geraden,    für    welche    die 
Gleichungen 

2)  ij^A^x, 

3)  "-^ 

gegeben  sind,  so  gilt  für  seine  Koordinaten  auch  die  aus  IVIulti- 
plikation  von  2)  und  3)  entstehende  Gleichung: 

y  =  2px; 

er  ist  also  ein  Parabelpunkt;  hierbei  gehört,  da  A^  aus  der  Eech- 
nung  fällt,  die  Gleichung  2)  einer  in  beliebiger  Richtung  durch 
den  Koordinatenanfang  gelegten  Geraden  an,  Nr.  3)  dagegen  einer 
Parallelen  zur  a;-Achse  durch  denjenigen  Punkt  einer  im  Parabel- 
scheitel auf  der  ei'steren  Geraden  emchteten  Senkrechten,  für 
welchen  a;  =  —  2^j  ist.  Letzteres  folgt  aus  der  Bemerkung,  daß 
die  Gleichung  3)   auch  in  der  Form 

2/  =  -  ^^   (-  2i^) 

geschrieben  werden  kann.     Dies  führt  zur  folgenden  Konstruktion: 
Im  Abstände  AC  =  2p  vom  Scheitel  (Fig-  31)  emchte  man 
die  feste  Gerade   CD  senkrecht  zur  Achse.    Wird  dann  durchTden 
Scheitel  A  die  Gerade  AP  in  beliebiger  Rieh-  j,.     ^^ 

tung  gelegt,   hierauf  das  Perpendikel  AN  er-      ß       y 
richtet  und  zuletzt  NP  parallel  zur  Achse  AX 

X 

gezogen,    so   liegt   der  Punkt  P  auf  der   Pa- 
rabel. 

III.  Da  im  §  14  die  Gleichung  der  Pa- 
rabel    aus    der    Eigenschaft    abgeleitet    wurde, 

daß  jeder  Parabelpunkt  gleiche  Entfernung  von  dem  Brennpunkte 
und   der  Leitlinie  besitzt,   so  kann  selbstverständlich  auch  von  jener 
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Gleichung  auf  diese  Eigenschaft  zurückgegangen  werden.    Man  ge- 
langt hierzu,  wenn  man  die  Gleichung  l)   in  der  Form 

schreibt,  woraus  dann  das  Resultat 


(-1)+^''= (-+-?; 


hervorgeht.  Der  linker  Hand  befindliche  Wert  gibt  das  Quadi-at 
der  Entfernung  des  Punktes  xy  von  einem  festen  Punkte  mit  den 

Koordinaten  ^  und  0,  d.  i.  vom  Brennpunkte;  rechter  Hand  be- 
findet sieh  das  Quadrat  der  Entfernung  desselben  Punktes  von 
einer   um    die    Strecke   —  rückwärts    von    der   ^- Achse    gelegenen 

Geraden,  d.  i.  von  der  Leitlinie.  Die  auf  die  Gleichheit  dieser 
Entfernungen  sich  gründende  Konstruktion  von  Parabelpunkt^n 
kann  der  Selbstübung  des  Lesers  übei'lassen  bleiben. 

Werden  die  im  vorigen  angewendeten  Umformungen  auf  den 
Eall  übertragen,  wo  die  Entfernungen  eines  Punktes  von  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  ungleich  sind,  er  also  nicht  auf  der  Parabel 
gelegen  ist,  so  gehört  von  den  hierbei  möglichen  zwei  Fällen 


(.-?)Vr  ?(.+!)= 


der  erstere  offenbar  einem  Pimkte  an,  welcher  außerhalb  des  auf 
der  konkaven  Seite  der  Parabel  befindlichen  Teils  der  Ebene  ge- 
legen ist,  weil  die  Entfernung  eines  solchen  Punktes  vom  Brenn- 
punkte bei  gleicher  Abscisse,  also  auch  gleicher  Entfernung  von 
der  Leitlinie  größer  als  der  Abstand  des  entsprechenden  Parabel- 
punktes vom  Brennpunkte  sein  muß.  Der  zweite  Fall  bezieht 
sich  in  gleicher  Weise  auf  einen  innerhalb  der  Parabel  gelegenen 
Punkt.     Hieraus  folgt,  daß  durch  die  Ungleichung 

4)  i/>2p.r 

diejenigen  Punkte  bezeichnet  werden,  welche  außerhalb  der  Parabel- 
fläche liegen*),  während  die  Ungleichung 


*)  Für  den  Fall  eines  negativen  .r,  welchem  imaginäre  Parabel- 
punkte entsprechen,  ist  die  Gültigkeit  der  Ungleichung  4)  selbstver- 
ständlich. 
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5)  ?/-  >  2px 

für  Punkte   innerhalb   der  PiirabolHäche   Geltung   besitzt. 

Die  Beziehung  der  Lage  von  Parabelpuakten  auf  den  Brenn- 
punkt und  die  zugehörige  Leitlinie  führt  noch  zu  der  Frage,  ob 
vielleicht,  wie  bei  Ellipse  und  Hypei-bel,  außer  dem  bei  der  Kon- 
struktion der  Linie  benutzten  Brennpunkte  noch  ein  zweiter  vor- 
handen ist.  Wir  gehen  bei  Beantwoi'tung  dieser  Frage  von  der 
bei  Entstehung  der  Kegelschnitte  zu  Grunde  gelegten  Begriffs- 
bestimmung aus,  daß  wir  unter  Brennpunkt  einer  Kurve  einen  in 
ihrer  Ebene  gelegenen  Punkt  verstehen,  der  im  Vereine  mit  einer 
zugeordneten  Geraden  (Leitlinie)  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  die 
Entfernungen  jedes  Kurvenpunktes  von  diesem  festen  Punkte  und 
der  zugehörigen  Leitlinie  in  einem  konstanten  Verhältnisse  stehen. 
Bezeichnen  wir  nun  die  Koordinaten  dieses  Brennpunktes  mit  5 
und  tj  und  setzen  fiir  die   Gleichung  der  Leitlinie 

y  =  Ax  -\-  h , 
so  muß  nach  der  angegebenen  Fundamentaleigenschaft  die  Gleichung 
der  Kurve  die  Form 

annehmen  können,  wobei  e  einen  unveränderlichen  Faktor  ausdrückt 
[vgl.  §  o  Nr.  1)  und  §  6  Xr.  11)].  Werden  hierin  statt  A,  h  und 
£  zur  Abkürzung  drei  neue  Konstanten  «,  |3,  y  eingeführt.,  für 
welche   die   Relationen 

As  _  £  h£ 


gültig  sind,  so   erlangt   die  Kurve,    welche   den   Brennpunkt   6,7]   be- 
sitzt, die  Gleichung: 

6)  (^-■^-^j^(y-r^^=.{ccx  +  ßy-Vyy'') 

oder,  wenn  man  die  darin  augedeuteten  Operationen  ausführt  und 
nach  Potenzen  der  Koordinaten  x  und  //  ordnet, 

(1  -  ci-)  X-'  +  (1  -  ß^)  ir  -  2 aßxij  -  2  (■§  +  ay)  x 


"        '  2  0?  +  /3y)y-|-52^r-7'  =  O 


*)  Die  Gleichung  6),  in  welcher  k,  (3,  y  beliebige  Konstanten  dar- 
stellen, läßt  die  Deutung  zu,  daß  der  Brennstrahl  eine  lineare  Funktion 
der  Koordinaten  x  und  y  darzustellen  habe. 

Fort  u.  S  chlömilch,  anal.  Geom.  I.  7.  Aufl.  t' 
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Die  Form  dieser  Gleichung  führt  uns  zu  der  aus  der  Entstehung 
der  Kegelschnitte  bereits  ersichtlichen  Bemerkung  zurück,  daß 
Brennpunkte  nur  bei  Linien  zweiten  Grades  vorkommen  können. 
Soll  nun  eine  solche  Linie  zur  Parabel  werden,  so  muß  Nr.  7)  in 
die  Gleichung 

übergehen.    Hierzu  sind  die  folgenden  Bedingungsgleichungen  nötig 

und  ausreichend: 

1  —  a2_Q^       «/3  =  0, 

welche,    da   mit  Rücksicht   auf  die   beiden    ersten  dieser  Resultate 

sein  muß,  sich  auf 

a^  =  1  ,      ?;  =  0      und      i^  =  'f 

reduzieren.  Die  Bedingung  tj  =  0  zeigt,  daß  Brennpunkte  nur  in 
der  Achse  der  Parabel  gelegen  sein  können.  —  Mit  Einsetzung 
der  vorhergehenden  Werte  entsteht  aus  Nr.  7) 

als  Gleichung  einer  Parabel,  für  welche 

$  +  «7  =_p. 

Wird  diese  letzte  Bedingung  mit  den  oben  aufgestellten  vereinigt, 
so  gelangt  man  nach  Elimination  von  a  und  y  zu  dem  Resultate: 

Dieser  Gleichung  kann  aber  in  einer  Parabel,  deren  Halbparameter 
p  von  Null  verschieden   sein  muß,  nur  genügt   werden,  wenn 

Die  Parabel  besitzt  demnach  nur  einen  Brennpunkt,  nämlich  den 
auf  der  Achse  im  Abstände  \'p  vom  Scheitel  gelegenen. 


i?  16.    Die  Parabel  und  die  Gerade. 

Legen   wir   den   folgenden  Untersuchungen   die  Gleichung  der 
Parabel  wieder  in  der  Form 


1)  //-  =  -ipx 
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zu  Gruiulc,  so  ist  dabei  in  Übereiustiiuiiiung  mit  den  vorher- 
gehonden  Betrachtungen  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  vor- 
ausgesetzt, dessen  a:- Achse  mit  der  Parabelachse  zusammenfällt 
und  dessen  Anfangspunkt  im  Scheitel  gelegen  ist.  Was  die  hierbei 
angenommene  ;/- Achse  betrifft,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  ihre 
Gleichung 

X  =  0 

mit  der  oben   für  die   Parabel  gegebenen   vei'binden,    die   Gleichung 

r  =  o. 

welche  zwei  gleiche  AVurzeln  v/ =  0  besitzt.  Da  hiernach  die 
;/-Achse  zwei  zusammenfallende  Punkte  mit  der  Parabel  ge- 
mein hat,  so  ist  sie  als  Tangente  zu  bezeichnen;  man  kann  ihr 
den  Namen  Scheiteltangente  geben,  weil  sie  die  Parabel  im 
Scheitel  berührt. 

Gehen  wir  nach  dieser  Vorbemerkung  zu  den  möglichen  Lagen 
einer  beliebigen  Geraden  gegen  die  Parabel  über,  so  soll  erstere 
durch  die   Gleichung 

2)  i/  =  Ax-\-b 

gegeben  sein.  Für  etwa  vorhandene  gemeinschaftliche  Punkte 
beider  Linien  gelten  dann  die  beiden  Gleichungen  l)  und  2),  aus 
denen,  wenn  man  x  entfernt,  das  in  beiden  Gleichungen  nur  in 
der  ersten  Potenz  auftritt,  für-  die  Ordinaten  dieser  Punkte  die 
Gleichving  zweiten  Grades 

3)  Ä/--'2py+  2bp  =  0 

entsteht.  Die  zugehörigen  x  finden  sich  ebensowohl  aus  Nr.  l) 
als  aus  2). 

Die  Entfernung  von  x  kann  nicht  stattfinden,  wenn  A  =  0 
ist,  die  Gerade  also  die  Richtung  der  Parabelachse  hat.  Setzt  man 
alsdann  y  =  b  in   l)  ein,  so  erhält  man 

b^  =  2px^ 
also  nur  eine  Wurzel  für  x.    Daher  folgt,  daß  jede  der  Parabel- 
achse parallele  Gerade  die  Parabel  nur  in  einem  Punkte 
schneidet.*)     Ist  dagegen  A  von  Null  verschieden,    so  bewendet 


*)  Bringt  man  das  aus  Nr.  3)  folgende  Resultat 
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es  bei  3j   und  es  ist  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  aus  der  Dis- 
kriminante 

J  ^=  2  Abp  —  2^' 

abzuleiten,  welche  auch  in  der  Form 


J  =  2,>{Äb-}) 


geschrieben  werden  kann.  Da  hierin  der  Parameter  2p  immer 
einen  entschieden  positiven  Wert  besitzt,  so  hängt  das  Vorzeichen 
dieser  Diskriminante,  also  auch  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  und 
hiermit  die  gegenseitige  Lage  der  Pai-abel  und  der  Geraden  von 
dem  Vorzeichen  der  Differenz 

Ab-i 

ab.  Je  nachdem  diese  Differenz  positiv,  gleich  Null  oder  negativ 
ist,  haben  die  beiden  Linien  zwei  verschiedene,  einen  oder  besser 
gesagt  zwei  zusammenfallende  Punkte,  oder  endlich  keinen  Punkt 
gemein.  Ln  ersteren  Falle  ist  also  die  Gerade  Sekante,  im  zweiten 
Tangente,  im  dritten  liegt  sie  mit  allen  ihren  Punkten  außerhalb 
der  Parabel. 

Zur  geometi-ischen  Deutimg  dieser  Merkmale  projiziere  mau 
den  Brennpunkt  rechtwinklig  auf  die  Gerade.  Die  Gleichung  der 
Projizierenden  lautet  nach  Nr.  6)  im  §  (3: 


^  =  -^(■^•-1), 


und   man    erhält   hieraus  in  Verbindung  mit  der  obigen  Gleichunsr 

C  o  O 

Nr.  2)  für  die  Abscisse  der  Brennpunktsprojektion'. 

x={^-Ab):(l  +  A''). 

Da  der  Divisor  dieses  Wertes  stets  positiv  ist,   so  haben  die  Dis- 
kriminante Ab  —  vjj    und    das   gefundene  o:    ungleiche  Vorzeichen, 


durch  Multiplikationen  von  Zähler  imd  Nenner  mit  p  -\-y p{p  —  2Ab 
und  nachfolgende  Hebung  von  A  in  die  Form 

2  hp 

^~pTvy(p^^^b) 

so  umfaßt  es  auch  den  Fall  .4  =  0,  und  es  fällt  dabei,  da  die  Wurzel 
mit  dem  obeni  Vorzeichen  unendlich  wird,  der  eine  Dunhschnittspunkt 
in  die  Unendlichkeit.  Diese  Bemerkung  ist  für  die  Vergleichung  von 
Parabel  und  Ellipse  nicht  ohne  Wichtigkeit. 
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und  es  ergibt  sich  hieraus  das  folgende  Merkmal:  Eine  (xerade 
ist  Taugente  der  Parabel,  sobald  die  Projektion  des 
Brennpunktes  auf  die  Gerade  in  der  Scheiteltangente 
liegt.  Bei  jeder  anderen  Lage  ist  die  Gerade  Sekante, 
oder  hat  keinen  Punkt  mit  der  Parabel  gemein,  je  nach- 
dem die  Brennpunktsprojektion  von  der  Scheiteltangente 
aus  auf  die  Seite  der  Parabel  oder  die  entgegengesetzte 
Seite  fällt.  Besonders  wichtig  ist  von  diesen  drei  Fällen  der 
auf  Tangenten  bezügliche,  indem  er  dazu  benutzt  werden  kann, 
um  bei  gegebenem  Brennpunkte  alle  auf  Parabeltangenten  bezüg- 
lichen Aufgaben  durch  Konstruktion  zu  lösen. 

Wir  wenden  uns  zur  analytischen  Behandlung  solcher  Auf- 
gaben, wobei  wir  das  Kennzeichen  festzuhalten  haben,  daß  jede 
Gerade,  deren  Konstanten  die  Bedingung 

oder 

4)  i)  =  2Ab 

erfüllen,  eine  Tangente  darstellt. 

Aus  Nr.  4)  folgt  zunächst,  wenn  die  Richtung  einer  zu  ziehen- 
den Tangente  gegeben  ist, 

und  hieraus  für  die  Gleichung  der  Berührungslinie  selbst; 

Dies  zeigt,  daß  in  gegebener  Richtung  stets  nur  eine  Parabel- 
tangente gelegt  werden  kann,  und  führt  bei  Konstruktion  der  Größe 

P  P 

:r-r  oder  -r-  :  Ä  auf  das  oben  für  Tangenten  festgesetzte  Merkmal 
2^4  2  o  o 

zurück.  Auszuschließen  ist  jedoch  der  Fall  ^  =  0 ,  in  welchem 
die  Tangente  in  die  Unendlichkeit  fällt. 

Soll  ferner  eine  Gerade  y  ==  Ax  -\-  h  die  Parabel  berühren  und 
dabei  durch  einen  festen  Punkt  x^y^  hindurchgehen,  so  hat  man 
zur  Bestimmung  der  beständigen  Größen  A  und  h  die  beiden  Be- 
dingungen: 

p  =  2Ah,        if^  =  AXj^-\-  h. 

Hieraus    entsteht,    wenn    man    b    entfernt,    zur    Berechnung    der 
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Größe  A ,  für  welf.he  die  Bedingung  A  ==  0  bereits  ausgeschlossen 
ist,   die  Gleichung: 

6)  2A^Xi  —  2Ay^+2}  =  0. 

Die  zugehörigen  b  ergeben  sich  aus: 

Mit  Rücksicht  auf  die  quadratische  Form  von  Nr.  6)  folgt, 
daß  durch  den  Punkt  oc^i/^  zwei  Tangenten,  eine  oder  keine 
möglich   sind,  je   nachdem 

was  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  Parabel  in  ^  erbindung 
mit  den  Ungleichungen  4)  und  5)  des  vorigen  Paragraphen  darauf 
hinauskommt,  ob  der  gegebene  Punkt  außerhalb  der  Parabelfläche, 
auf  der  Peripherie  oder  innerhalb  gelegen  ist. 

Soll  der  Punkt  x^y.^^  Berührungspunkt  sein,  so  findet  die 
Gleichung 

8)  2/r  =  2pxi 

statt.  Wird  nun  Nr.  6)  mit  p  multipliziert,  so  entsteht  mit  Be- 
nutzung von  8): 

AhJ,'-•2Apy,+p'-^i^. 
und  hieraus  folgt: 

9;  A=P 

Für  die  Konstante  h  ergibt  sich  aus  Nr.  7),  wenn  man  den  ge- 
fundenen  Wert  von  A   einsetzt, 

10)  &=f, 

und  man  erhält  durch  Substitution  dieser  Werte  von  A  und  b  in 
die  Gleichung  der  Geraden  bei  Beachtung  von  Nr.  8)  als  Glei- 
chung einer  Tangente  mit  dem  Berührungspunkte  .>\y^: 

11)  l/ill  =  P  {x  +  x^)  . 

Setzt  man  hierin  ?/  =  0 ,  so  folgt  für  die  Abscisse  a  desjenigen 
Punktes,  in  welchem  die  Tangente  die  Parabelachse  schneidet, 


12)  0 


X 


Dieser  letzte  Wert  ist  besonders  geeignet,   um  bei  gegebenem  Be- 
rührungspunkte die  Tangente  zu  konstruieren. 
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80II  z.  B.  die  Parabel  im  Punkte  P  (Fig.  32)  von  einer  Ge- 
raden berührt  werden,  so  hat  man  nur,  wenn  MF  die  Ordinate 
dieses  Punktes  darstellt,   TA  =  AM  zu  ^,.     „. 

'  Flg.  Zt. 

machen  und  TP  zu  ziehen,  um  die  Tan- 
gente zu  erhalten.  Nach  den  zu  Fig.  30 
gemachten  Bemerkungen  ist  hierbei  TF 
=  FP,  folglich  sind  auch  die  Winkel 
PTF  und  TPF  einander  gleich.  Dies 
gibt  den  Satz:  Die  Tangente  an 
einem  Parabelpunkte  bildet  mit  der  Parabelachse  den- 
selben Winkel,  wie  mit  dem  Brennstrahle  jenes  Punktes*). 
Legt  man  ferner  PR  jjarallol  zur  Achse,  so  sind  nach  dem  Vorioren 
auch  die  Winkel  l\PIi  und  TPF  einander  gleich.  Hierauf  be- 
ruhen die  physikalischen  Eigenschaften  des  Parabelbrennpunktes**) 
Ist  .rj//j  ein  außerhalb  der  Parabel  gelegener  Punkt,  von 
welchem  aus  zwei  Tangenten  gezogen  werden  können,  so  läßt  sich 
leicht  nachweisen,  daß  für  diesen  Fall  Xr.  11)  die  Gleichung  der 
Berührungssehne  darstellt.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Koor- 
dinaten eines  der  beiden  Berührungspunkte  mit  x  imd  ?/,  so  findet, 
da  a'i  und  y^^  einem  Punkte  angehören,  welcher  in  der  durch  ocy 
gehenden  Taugente  gelegen  ist,  zwischen  x,  x^,  y  und  y^  nach  11) 
die  Beziehung 

13)  ViV^pix  +  x^ 

statt,  wobei  nur  x  und  u'^,  y  uud  y^  ihre  Bedeutungen  vertauscht 
haben.  Ganz  gleiches  gilt  auch  für  den  zweiten  Bertihrungspunkt ; 
folglich  ist  die  Gleichung  13),  welche  als  Gleichung  ersten  Grades 
zweien  mit  xy  bezeichneten  Punkten  Genüge  leistet,  der  Verbindungs- 
geradeu  dieser  beiden  Punkte  angehörig.  Hiemach  ist  es  leicht,  die 
Bemhrungssehne  zu  konstruieren.  Man  findet,  wie  bei  der  Tangente, 
für  die  Abscisse   ihres  Durchschnittspunktes   mit  der  Parabelachse: 


*)  Dieses  Resultat  kann   auch   durch  Vergleichung  der  Richtungs- 
konstanten  der  Geraden  FP  und  TP  bestätigt  werden. 

**)  In  einem  Hohlspiegel,  dessen  spiegelnde  Fläche  durch  Rotation 
einer  Parabel  um  ihre  Achse  gebildet  ist,  werden  Licht-  oder  Wärme- 
strahlen, die  parallel  zur  Achse  einfallen,  im  Brennpunkte  vereinigt. 
Umgekehrt  werden  solche  Strahlen,  wenn  sie  vom  Brennpimkte  aus- 
gehen, in  einer  mit  der  Achse  i^arallelen  Richtung  zurückgeworfen. 
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wodurch  einer  ihrer  Punkte  bestimmt  ist;  ferner  für  ihre  Richtungs- 
konstante : 

Vi 
d.  h.  mit  Rücksicht  auf  Nr.  9):    sie  läuft   mit   der  Tangente  eines 
Parabelpunktes  parallel,  dessen  Ordinate  mit  y■^^  gleich  ist. 

Normalen  der  Parabel.  Eine  im  Parabelpunkte  x^y.^  er- 
richtete Normale  hat,  weil  sie  auf  der  Tangente  dieses  Punktes 
senkrecht  steht,  nach  Nr.  6)  im  §  6   die  Gleichungsform: 

y  —  2/i  =  —  j^  (x  —  ^ih 

wobei  A  die  der  Tangente  zugehörige  Richtungskonstante  bezeichnet. 
Mit  Hilfe  des  in  Nr.  9)  gegebenen  Wertes  von  A  erhält  man  hier- 
aus als  Gleichung  der  Normale: 

14)  ^-2/1  =  --;  (^-^i)- 

Setzt  man  hierin  ?/  =  0,  so  ergibt  sich  für  die  Abscisse  ^  des  Durch- 
schnittspunktes der  Normale  und  Parabelachse  das  Resultat: 

15)  ^_.,^=^,. 

Die  Differenz  ^  =  x\^  d.  i.  die  auf  der  ic -Achse  zwischen  dem  Fuß- 
punkte der  Ordinate  und  dem  Einfallspunkte  der  Nonuale  enthaltene 
Strecke  führt  den  Namen  Subnormale*).  Mit  Einführung  dieser 
Benennung  entsteht  aus  Nr.  15)  der  Satz:  Die  Subnormale 
jedes  Parabelpunktes  ist  beständig  gleich  dem  Halb- 
parameter. 

Aus  der  Gleichheit  der  Winkel,  welche  eine  Parabeltangente 
mit  Brennstrahl  und  Achse  einschließt,  kann  noch  auf  einfache 
Weise  das  Resultat  hergeleitet  werden,  daß  die  gleiche  Eigenschaft 
auch  für  die  Normale  Geltung  besitzt. 

§   17.    Fortsetzung. 
Durchmesser  der  Parabel.     Wenn  man  die  in  Nr.  3)  des 
vorhergehenden   Paragraphen   für   die  Ordinaten   der   gemeinschaft- 

*)  In  ähnlicher  Weise  wird  die  zwischen  dem  Einfallspunkte  der 
Tangente  und  dem  Fußpunkte  der  Ordinate  auf  der  x-Aohse  gelegene 
Strecke  Subtangente  genannt.  Ihre  Größe  ist  in  der  Pai-abel  nach 
Nr.  12)  gleich  der  doppelten  Abscisse  des  Berührungspunktes. 
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liehen  Punkte  einer  Parabel  und  einer  Geraden  aufgestellte  Gleichung 
durch  A  dividiert,  so   kann   diese   (Jleichung  auf  die   Fonn 

gebracht  werden  unter  der  Voraussetzung,  daß  A  \on  Null  ver- 
schieden ist,  d.  h.  daß  die  Gerade  nicht  mit  der  Parabelachse  pa- 
rallel läuft.  Der  ausgeschlossene  Fall  ist  also  der,  wo  die  (Gerade 
nur  einen  Punkt  mit  der  Parabel   gemein   haben   kann. 

Angenommen  nun,  die  Gerade  schneide  die  Parabel  in  zwei 
Punkten,  so  wollen  wir  mit  y^  und  y^  ^^^  Ordinaten  dieser  beiden 
Diu-chschnittspunkte  bezeichnen.  Dann  folgt  aus  l)  nach  dem 
algebraischen  Lehrsatze  über .  die  Summe  der  Wurzeln  einer  cjua- 
dratischen  Gleichung: 

2  A  ' 

Der  linker  Hand  befindliche  Wert  drückt  hier  die  Ordinate  des 
Mittelpunktes  der  auf  der  Geraden  abgeschnittenen  Parabelsehne 
aus  [vergl.  §  3  Nr.  10)].  Bezeichnen  wnr  diese  Ordinate  mit  ?/, 
so  gilt  für  die  Sehnenmitte  die  Gleichung: 

Da  diese  Gleichung  die  Ordinate  der  Sehnenmitte  nur  von  der 
Richtung  der  Sehne  (mittels  der  Konstanten  Ä)  abhängig  macht, 
so  gilt  sie  zugleich  für  die  Mittelpunkte  aller  mit  der  untersuchten 
Geraden  parallelen  Sehnen  und  gibt  als  geometi'ischen  Ort  dieser 
Punkte  eine  zur  Parabelachse  parallele  Gerade.  So  entsteht  der  Lehi-- 
satz:  In  der  Parabel  liegen  die  Mitten  paralleler  Sehnen 
in  einer  zur  Achse  parallelen  Geraden,  oder,  insofern  man 
einer  Linie  den  Namen  Durchmesser  einer  Kui'\'e  gibt,  wenn  sie 
die  Eigenschaft  besitzt,  ein  System  paralleler  Sehnen  zu  halbieren: 
Alle  Parabeldurchmesser  laufen  mit  der  Achse  parallel. 
Der  Abstand  eines  solchen  Durchmessers  von  der  Achse  ergibt  sieh, 
wenn  die  Richtung  der  Sehnen  gegeben  ist,  aus  der  Gleichung  2). 
Durch  Umkehrung  des  Satzes  folgt  hieraus,  daß  eine  in  der  Ent- 
fernung X  gezogene  Parallele  zm-  Parabelachse  den  Durchmesser 
aller    derjenigen  Sehnen    darstellt,    welche    die   Richtungskonstante 

3)  A^P 

^  y 
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besitzen.  Die  Übereinstimmung  dieser  letzten  Gleichung  mit  Xr.  9) 
des  vorhergehenden  Paragraphen  zeigt  zugleich,  daß  die  zugehörigen 
Sehnen  gleiche  Richtung  mit  derjenigen  Geraden  haben,  welche  die 
Parabel  in  ihrem  Durchschnittspunkto  mit  dem  Durchmesser  berührt. 

Die  soeben  gefundenen  Eigenschaften  gewähren  die  Mittel,  in 
einer  gegebenen  Parabel  die  Lage  der  Achse,  des  Brennpunktes 
und  somit  auch  der  Leitlinie  ausfindig  zu  machen.  Mittels  zweier 
paralleler  Sehnen  kann  man  nämlich  einen  Durchmesser  und  eine 
Tangente  konstruieren;  mit  Hilfe  der  letzteren  ei-hält  man  aber 
eine  den  Brennpunkt  enthaltende  Gerade  durch  Anwendung  des 
Satzes,  <laß  jede  Parabeltangento  gleiche  Winkel  mit  dem  Brerm- 
strahle  ihres  Beiührungspunktes  und  einer  Parallelen  zur  Achse 
einschließt.  Wird  dieselbe  Konstruktion  an  einem  zweiten  Paare 
paralleler  Sehnen  wiederholt,  so  läßt  sich  hierdurch  der  Brennpunkt 
und  aus  diesem  die  Achse  und  die  Direktrix  vollständig  bestimmen. 
Übrigens  findet  man  auch  die  Achse  bereits  mittels  eines  Durch- 
messers ohne  Yermittelung  einer  Tangente,  wenn  man  beachtet, 
daß  eine  zu  diesem  Dui'chmesser  senkrecht  gelegte  Sehne  auch 
senkrecht  zm-  Achse  liegt  und  von  derselben  halbiert  vrirä. 

Ein  Parabeldurchmesser  und  die  Tangente  des  in  ihm  gelegenen 
Parabelpunktes  bilden  ein  System  zusammengehöriger  Linien,  für 
welches  die  Parabolachse  und  Scheiteltangente  den  speziellen  Fall 
der  senkrechten  Lage  beider  Geraden  darstellen.  Wählt  man  daher 
zwei  Gerade  der  erstgenamiten  Art  zur  ,/-  und  t/- Achse  eines  schief- 
winkligen Koordinatensystems,  so  muß  die  für  dieses  System  gel- 
Yig.  33.  tende  Gleichung  der  Parabel  die  auf  das  bis- 

f  her  benutzte  rechtwinklige  System  bezügliche 

X^  Gleichung  als  besonderen  Fall  in  sich  schließen. 
/^^  Mit    Anwendung    der    im    §  4    aufgestellten 

y^  ^      ÄnderungsfoiTueln    kann   man    rückwärts    von 

/Y  I  y     der  letzteren  zu  jener  allgemeineren  gelangen. 

/      \  AVir  wollen  hierzu  den  Koordinatenwinkol  X  O  Y 

in  Fig.  33  mit  a  bezeichnen  luid  die  auf  die 
Parabelachse  AS  und  den  Scheitel  bezogenen  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten des  neuen  Anfangspunktes  AB  =  a  und  BO  =^  b  setzen. 
Dann  folgt  aus  Nr.  3): 

4)  tan  fo  =  "f 
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un<l  aus  dor  Parabelgleichung: 

5)  p=-2i>a. 

Nach  Nr.  4)  im  §  4  ist  beim  Übergänge  vom  ursprünglichea  bei 
allen  früheren  Untersuchungen  augewendeten  Koordinatensysteme 
zu  dem  neuen  das  frühere  x  mit 

a  -{-  X  -\-  if  cos  0) 

und  das  frühere  ?/  mit 

b  -f-  7/  sin  0) 

zu  vertauschen,  da  uämiicli  die  im  §  4  angewendeten  \N'inkel  a 
und  ß  hier  die  Werte  0  und  w  besitzen.  Die  Parabelgleichung 
wird  hierdurch  in   die  für  das   neue   System   geltende   Gleichung 

(b  -\-  y  sin  co)'  =  '2})  {a  +  *'  +  ^  cos  w) 

verwandelt,  w^elche  nach  Ausfühi-ung  der  daiin  angedeuteten  Rech- 
nungen und  geänderter  Ordnung  der  Glieder  in  die  Fonn 

?/^ sin' CO  =  2^;,r  -\-  2h  Ij   —  tan  rol  y  cos  co  -\-  {'22^0  —  h') 

übergeführt  werden  kann.    Bei  Beachtung  von  Nr.  4)   und  5)  folgt 

hieraus: 

j/- sin- CO  =  22)X 

oder,  wenn  man  beiderseitig  durch  sin^  co  dividiert: 


6)  f=2A 


=   ">     ^,      X. 


Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  der  bei  allen  vor- 
hergehenden Untersuchungen  benutzten  vollständig  überein,  nur  daß 

P 
die  Konstante  p   in    die   neue  beständige  Größe    .„     übergegangen 

ist.  Alle  auf  die  Form  jener  Gleichung  gestützten  Untersuchungen 
der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  können  daher,  soweit  sie 
von  der  rechtwinkligen  Lage  des  Koordinatensystems  unabhängig 
sind,  auf  das  neue  System  übertragen  werden. 

Wiederholt  man  z.  B.,  um  nur  einen  hierher  gehörigen  Fall 
auszuheben,  der  eine  konstrviktive  Anwendung  zuläßt,  die  auf  Tan- 
genten bezüglichen  Untersuchungen  in  derselben  Weise,  wie  im 
§  16,  so  kehrt  auch  die  von  der  Größe  der  Konstauten  p  und  der 
rechtwinkligen     Lage     des     Koordinatensystems     unabhängige    Be- 
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Ziehung  12)  wieder,  nach  welcher  der  Berührungspunkt  einer  Tan- 
gente und  ihr  Durchschnittspunkt  mit  der  x- Achse  absolut  gleiche, 
aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehene  Abscissen  besitzen. 
Hierauf  kann  eine  Lösung  der  Aufgabe  gegründet  werden,  von 
einem  außerhalb  der  Parabel  befindlichen  Punkte  Tangenten  an  die 
Parabel  zu  legen.  Zieht  man  nämlich  durch  diesen  Punkt  einen 
Durchmesser,  so  läuft  die  Berührungssehne  mit  der  Tangente  des 
auf  diesem  Durchmesser  liegenden  Parabelpunktes  parallel,  und 
zwar  ebensoweit  von  dieser  Tangente  entfernt,  als  dieselbe  vom 
gegebenen  Punkte  absteht. 

§   18.    Die  Parabel  und  der  Kreis. 
Nach    Nr.  4)    im    §  9    kann    bei    Anwendung    rechtwinkliger 
Koordinaten  die  (lleichung  eines  jeden  Kreises  in  der  Form 

1)  x^+i/~2ax  —  '2h}/ -^  P^O 

geschrieben  werden,  wobei  a  und  h  die  Mittelpunktskoordinaten 
bedeuten,  P  aber  die  Potenz  des  Koordinatenanfangs  füi-  den  Kreis 
ausdrückt.  Kehren  wir  nun  zu  dem  frülieren  Koordinatensysteme 
zurück,  dessen  Anfang  im  Scheitel  der  Parabel  lag  und  dessen 
.r-Achse  mit  der  Parabelachse  zusammenfiel,  so  gestaltet  sich  die 
nachfolgende  Betrachtung  etwas  einfacher,  wenn  wii-  der  hierauf 
bezogenen  Gleichung  der  Parabel  dui-ch  Eeduktion  auf  x  die  Form 

2)  x^^ 

geben.  Für  etwa  vorhandene  gemeinschaftliche  Punkte  der  Parabel 
und  des  Kreises  entsteht  dann  durch  Einsetzung  des  Wertes  2) 
in  l),  wenn  man  noch  außerdem  die  ganze  Gleichung  mit  4/)- 
multipliziert: 

3)  /  +  4j^  (i)  -  a)  f-S  hfii  +  Ap-F  =  0. 

Die  dieser  Gleichung  entsprechenden  y  sind  die  Ordinalen  der  ge- 
meinschaftlichen Punkte,  zu  denen  die  zugehöiigen  Abscissen  aus  2) 
berechnet  werden  können. 

Die  Form  von  Nr.  3)  als  einer  Gleichung  vierten  Grades,  die 
höchstens  vier  reelle  Wurzeln  besitzen  kann,  gewährt  dfr  Fuuda- 
mentalsatz:  Ein  Kreis  kann  mit  einer  Parabel  höchstens 
vier  Punkte  gemein  haben.  Alle  Kombinationen  vou  reellen 
und    imaginären,    gleichen    luid   ungleichen  Wurzeln,    die    in   einer 
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Gleichung  vierten  Grades  zulässig  sind,  gewähren  in  gleicher  Weise, 
wie  dies  bei  den  Untersuchungen  über  Parabel  und  Gerade  mit  den 
Wurzeln  einer  Gleichung  zweiten  Grades  geschehen  ist,  bei  An- 
wendung auf  Nr.  3)  die  möglichen  Fälle  der  gegenseitigen  Lage, 
welche  zwischen  Parabel  und  Kreis  stattfinden  krinnen.  Wir  be- 
schränken uns,  da  eine  derartige  allgemeine  Untersuchung  für  eine 
Gleichung  vierten  Grades  nicht  ganz  frei  von  Weitläufigkeiten  und 
dabei  von  untergeordnetem  praktischen  Interesse  ist,  auf  den  Fall 
der  gleichen  Wurzeln,  der  sich  zugleich  für  Auffindung  der  Be- 
ziehungen zwischen  Parabel  und  Kreis  als  der  wichtigste  herausstellt. 
Da  die  Gleichung  8)  kein  mit  der  dritten  Potenz  von  y  be- 
haftetes Glied  enthält,  so  kann  sie  vier  gleiche  Wurzeln  in 
dem  einzigen  Falle  besitzen,  wenn  alle  ihre  Glieder  mit  Ausschluß 
von  y^  zu  Null  werden*),     üies  geschieht,  wenn 

o=^p^     ü>  =  ().     P=ü 

gesetzt  wird,  oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Potenz  F 

[vergl.  §  9  Nr.  5 )],  wenn  zu  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen 

die  Bedingung 

/,•  =  p 

hinzutritt,  wobei  /."  wie  früher  den  Halbmesser  des  Kreises  be- 
zeichnen soll.     Da  nach  Einsetzung  dieser  Werte  Nr.  o)  in 

y^  =  0 

übergeht  und  diese  Gleichung  mit  Hinzuziehung  von  Nr.  2)  einzig 
durch  den  Parabelseheitel  befriedigt  wird,  so  hat  der  durch  diese 
Konstanten  bestimmte  Kreis  den  Scheitel  mit  der  Parabel  gemein. 
Hierbei  muß  dieser  gemeinsame  Punkt  so  angesehen  werden,  als 
wenn  er  aus  vier  zusammenfallenden  Punkten  bestände, 
welche  gleichzeitig  auf  der  Parabel  und  dem  Kreise  gelegen  sind. 
Diese  innigste  Berührung,  welche  zwischen  einer  Parabel  und  einem 

*)  Ist  nämlich  jede  der  vier  gleichen  Wurzeln  =  r,  so  hat  die  Gleich- 
ung die  Form: 

oder  nach  Entwickelung  des  linker  Hand  befindlichen  Ausdruckes: 
2/*  — 4r?/^  4- 6 ?•-!/-  —  4 »•■■'7/4-  (•*  =  0. 

Hierin  kann  ein  Glied  mit  Ausschhiß  des  ersten  nur  fehlen,  wenn  r  =  0 
ist;  dann  kommen  aber  auch  alle  r  enthaltenden  Glieder  in  Wegfall. 
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Kreise  vorkommen  kann,    findet   also   nur  in   einem   Punkte,   näm- 
lich im  Scheitel,  statt. 

In  jedem  andern  Falle  kann  die  Gleichung  3)  höchsten.s  drei 
gleiche  Wurzeln  enthalten,  d.  h.  die  Parabel  steht  dann  mit  dem- 
jenigen Kreise  in  der  innigsten  Berührung,  welcher  drei  zusammen- 
fallende Punkte  mit  ihr  gemein  hat.  Ein  solcher  Kreis  wird 
Krümmungskreis,  sein  Mittelpunkt  Krümmungsmittelpunkt, 
sein  Halbmesser  Krümmungshalbmesser  genannt.  Die  allgemeine 
Bedingungsgleichung  für  den  Fall,  wo  ein  Kreis  in  dfn  Krümmungs- 
kreis einer  Parabel  übergeht,  kann  hiemach  gefunden  werden, 
wenn  man  das  Konnzeichen  aufsucht,  von  welchem  das  Vorhanden- 
sein dreier  gleichen  Wurzeln  in  Nr.  3)  abhängig  ist.  Einfacher 
jedoch,  als  auf  diesem  für  elementare  Untersuchungen  bei  Gleich- 
ungen höherer  Grade  nicht  ganz  bequemen  Wege,  gelangt  man 
zur  Bestimmung  von  Krümmungskreisen  einer  Parabel,  wenn  man 
zunächst  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  sucht,  welcher  durch  drei 
beliebige  Parabelpunkte  hindurchgeht,  und  dann  hieraus  diejenige 
Form  des  Resultats  ableitet,  die  sich  in  dem  Grenzfalle  ergibt, 
wo  die  drei  anfänglich  getrennten  Punkte  in  einen  zusammen- 
schwinden. 

Der  Mittelpunkt  eines  durch  drei  Punkte  zu  legenden  Kreises 
befindet  sich  bekanntlich  im  Durchschnitte  der  auf  den  Mitten  der 
Verbindungsgeraden  je  zweier  dieser  drei  Punkte  en-ichtoten  Senk- 
rechten. Soll  daher  ein  Kreis  durch  drei  Parabelpunkte  bindiux-h- 
gehen,  so  hat  man  zur  Auffindung  seines  Mittelpunktes  sich  zwei 
Sehnen  gezogen  zu  denken,  von  denen  jede  zwischen  zweien  der 
gegebenen  Punkte  gelegen  ist,  und  den  gemeinschaftlichen  Punkt 
der  Mittellote  dieser  Sehnen  zu  suchen.  Wir  wollen  die  beiden 
Sehnenmitten  mit  ir^/y^  imd  x^y^  bezeichnen.  Nach  Nr.  3)  des 
vorigen  Paragraphen  gehört  der  ersten  von  den  beiden  Sehnen  die 
iüchtungskonstante 

A  =  ^ 

Hl 

zu;  die  im  Punkte  x^y^   darauf  senkrechte  Gerade  hat  demnach  die 
Gleichung: 

Ebenso  findet  sich   für  die  zw^eite  Senkrechte: 


t?  18.     I>ic  PariiVx'l  und  der  Kreis.  Hl 

5)  .'/  -  !k  =  -  '^p  (^  -  ^%h 

und,  wenn    man    aus  4)    und   ö)  //   entfernt,    für    die    Abscisse  des 
gesuchten  Kreismittelpunktes: 

Vi— Vi 
oder  auch 

Nach  Nr.  0)  im  §  5   stellt  -    _        die  Richtungskonstante  der  die 

Punkt   x^y^    und   x.^i/^    verbindenden  Geraden  dar;   bezeichnet   man 

daher  mit  «   den  Winkel,    welchen   diese  Gerade   mit   der  ä' -Achse 

einschließt,  so  ist 

^»~^^==cota, 
2/1—2/2 

und  aus  Nr.  6)  ensteht: 

7)  X  =  2)  -\-  Xi  +  1/2  cot  ex. 

Wird   endlich    dieser  Wert   von   x   in   die  Gleichung  4)    eingesetzt, 
so  erhält  man  für  die   Ordinate  des  gesuchten  Mittelpunktes: 

8)  y  =  —  ''^  ^'  cot  a. 

^  p 

Die  in  Nr.  7)  und  8)  gefundenen  Werte  von  x  und  y  behalten 
noch  eine  bestimmte  Größe,  wenn  man  die  drei  Parabelpunkte 
und  damit  auch  die  Punkte  x^y^  und  x^y^  in  einen  zusammen- 
fallen läßt;  sie  gehen  dann  in  die  Koordinaten  des  einem  Parabel- 
punkte zugehörigen  Krümmungsmittelpunktes  über.  Die  Verbindungs- 
gerade der  Punkte  x^y^  und  X2y2  wird  hierbei  zur  Parabeltangente: 
nach  Nr.  9)  im   §  16   ist  demnach  in  diesem  Falle 

tan  a  =  - 

^1 

zu  setzen.    Man  erhält  so  für  die  Koordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes: 

^  =  2>  +  ^1  +  y 

oder  mit  Benutzung  der  Parabelgleichung: 

9)  X  =  p  -\-  3xj^ 
und 

10)  ^--y^- 
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Beachtet  man,  daß  beim  Zusammenfallen  zweier  Kiu'venpunkte 
die  Verbindimgsgerade  dieser  beiden  Punkte  in  die  Tangente,  und 
die  auf  der  Mitte  der  zugehörigen  Sehnen  errichtete  Senki-echte  in 
die  Normale  desjenigen  Kurvenpunktes  übergeht,  in  welchem  die 
beiden  anfänglich  getrennten  Punkte  zusammengetreten  sind,  so 
folgt  hieraus,  daß  die  im  vorigen  angewendete  Methode  auf  die 
Aufgabe  zurückgeführt  werden  kann,  den  Durchschnittspunkt  zweier 
unmittelbar  benachbarten  Normalen  zu  suchen.  In  der  Tat  zeigt 
auch  die  Vergleichung  mit  Nr.  14j  im  §  IG,  daß  die  von  uns 
angewendeten  CTleichungen  4)  und  5)  die  Gleichungen  zweier  Nor- 
malen in  den  Parabelpunkten  äj^v/j^  und  rg.'/a  darstellen.  Da  hier- 
nach der  Ki-ümmungsmittelpunkt  in  der  Normale  des  zugehörigen 
Kurvenpunktes  gelegen  sein  muß,  so  genügt  es  zu  seiner  kon- 
struktiven Darstellung,  eine  seiner  beiden  Koordinaten  zu  kennen, 
oder  noch  besser,  sogleich  die  Länge  des  Krümmungshalbmessers 
ausfindig  zu  machen. 

Wird  wie  im  vorigen  mit  xy  der  einem  Kurvenpunkte  x^y^ 
zugehörige  Krümmungsmittelpunkt  bezeichnet,  so  gilt  für  den 
Krümmungshalbmesser  9,  welcher  die  Entfernung  dieser  beiden 
Punkte   mißt,   die   OJleichung: 

11)  9-  =  ('./•  —  x^y  -\-  {y  —  yj)-. 

Mit  Einsetzimg  der  in  O)  und   10)  aufgestellten  "Werte  von  x  und 
y  entsteht  hieraus  im  Falle  der  Parabel: 


iP  +  '2^\y+{y^-h'^)\ 


und  hieraus  erhält  man  mit  Benutzung  der  Parabelgleichung: 
also  für  den  Krümmungshalbmesser  selbst: 

Faßt  man  im  Zähler  dieses  Wertes  jj  als  Subnormale  auf,  *o  ist 
leicht  zu  erkennen,  daß  yp^  -\-  y^  die  zwischen  dem  Parabelpunkto 
und  der  x -Achse  enthaltene  Strecke  der  Normale,  die  sogenannte 
Länge  der  Normale  darstellt.  Wird  dieselbe  mit  x  bezeichnet, 
so  kann  Nr.  12)  in  der  Form 
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geschrieben  werden.  Dieser  Ausdruck  gewährt  eine  sehr  einfache 
Konstruktion  des  Krümmungshalbmessers.  Ist  nämlich  MP  in 
Fig.  34  die  Ordinate  des  Parabelpiinktes  P,  und  MN  =  j)  seine 
Subnormale,  also  NP  =  u  die  Länge  der 
Normale,  so  wird 
u 


Fig.  34 


^  ==H6C  MNP,  /jV^ 

oder  auch  wegen  der  Gleichheit  der  Win-       .i ■    \ 

kel,  welche  die  Normale  mit  Brennstrahl        \  \         .-      ^\ 

and  Achse  einschließt,  "  \  \   /     .,---'''' 

"  Ar  DI'  ^      ^ 

—  =  sec  NPi  . 
P 

Setzen  wir  also  iNPF  =  y,  so  ist  in  der  Figur 

Q  =  NP  •  sec^  ;•. 

Wird  daher  im  Punkte  N  auf  der  Normale  eine  Senkrechte  NQ  er- 
richtet,  die    den   verlängerten   Brennstrahl   in   Q   schneidet,    so   ist 
QP==  NP-  sec 7. 

und  wenn  man  nachher  wieder  in  Q  eine  Senkrechte  auf  QP  zieht, 
bis  sie  im  Punkte   0  die  Normale  trifft,  so  folgt: 
0P=  QP-  sec  y  =  NP-  sec2  y. 

OP  ist  also  Krümmungshalbmesser    und  0  Krümmungsmittelpunkt 
für  den  Parabel  punkt  P. 

§  19.     Die  Quadratur  der  Parabel. 

Wenn  man  in  dem  rechtwinkligen  Koordinatensysteme,  welches 
wir  bis  jetzt  zur  Untersuchung  der  Parabel  benutzt  haben,  die 
X-  und  2/--Ä-chse  untereinander  vertauscht,  also  die  Parabelachse 
zur  Achse  der  y  und  die  Scheiteltangente  zur  Achse  der  x  werden 
läßt,  so  kann  die  Gleichung  der  Parabel  in  der  Form 

geschrieben  werden,  indem  bei  dieser  Vertauschung  der  Achsen  die 
X  und  y  lediglich  ihre   Stellen  wechseln.     Wir   machen  von  dieser 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  I.  7.  Aufl.  8 
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Fig.  35. 


Gleichung  Gebrauch  zur  Bestimmung  des  Inhalts  der  parabolischen 
Fläche  ÄPM  (Fig.  35),  welche  von  dem  Parabelbogen  AP  und 
den  Koordinaten  des  Punktes  P,  nämlich  ÄJI  =  x  und  MP=y 
begrenzt  ist.  Mit  Eücksicht  auf  das  zu  Grunde 
gelegte  Koordinatensystem  stellt  hierbei  A  den 
Parabelscheitel  dar  und  die  Abscisse  AM  ist 
auf  der  Scheiteltangente  gemessen. 

Teilen  wir  AM  ^  x  in  n  gleiche  Teile  und 
legen  dui'ch  jeden  Teilpunkt  eine  Ordinate,  so 
zerfällt  die  gesuchte  Fläche  in  eine  gleiche  An- 
zahl   von    Streifen,    von    denen    jeder    über    der 

cc 
Basis  —    steht.      Die    Ordinaten,    durch    welche 

diese  Streifen  begrenzt  werden,  haben  nach  Xr.  l)  in  ihrer  Reihen- 
folge vom  Scheitel  aus  die  Längen: 


{3 

2p 
oder  auch: 


tp 


m 


[(n— l)x) 
l       n       J 


ip 


m 


2p 


(1)'^'  (4)'^'         •••         (^)"^' 


!/■ 


Jeder  einzelne  von  zwei  solchen  Ordinaten  begrenzte  Streifen  kann 
nun  in  zwei  Grenzen   eingeschlossen  werden,    indem    man  über  der 

sc 
Basis  —  einmal  ein  Rechteck  mit  der  Anfangsordinate,  ein  anderes 

Mal  mit  der  Endordinate  konstruiert.  Ein  Rechteck  ersterer  Art 
besitzt  einen  kleineren  Inhalt,  während  der  zweite  größer  ist  als 
die  zugehörige  Streifenfläche.  Die  Summe  der  letzteren  Rechtecke 
ist  hiernach  ebenfalls  gi-ößer,  die  der  ersteren  dagegen  kleiner 
als  die  gesuchte  parabolische  Fläche,,  welche  wir  F  nennen  wollen. 
Hieraus  entstehen  folgende  zwei  Ungleichungen: 


^< 


F> 


l*  +  2^  +  3'+...  +  ,r 


l^'+S^-f  3^^- 


xj/. 


Der  Unterschied  dieser  beiden  Grenzen,  zwischen  welchen  der 
Wert  von  F  eingeschlossen  ist,  beträgt       xi/,  kann  demnach  kleiner 


als  jede   angebbare  Größe-  gemacht   werden,   wenn    man   n  in  ont- 
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sprechender  Weise  wachsen  läßt.  Für  unendlich  wachsende  n 
fallen  beide  Grenzen  zusammen,  und  man  erhält,  wenn  man  den 
Grenzwert,  gegen  welchen  beide  Ausdrücke  konvergieren,  durch 
Vorsetzen  der  Sill^e  Lim  (Abkürzung  von  limes  =  Grenze)  bezeichnet, 

oder  nacli   einem   bekannten   arithmetischen  Satze*) 

und  hieraus  die  Fläche  ÄPX,  welche  F'  heißen  mag, 
3)  ^''=a-'-^- 

Eine   größere  Verallgemeinerung  erlangen  die   gefundenen  Re- 
sultate, wenn  man  die  zu  ihrer  Herleitung  benutzte  Methode  auf  das 


*)  Aus  dem  für  ganze  positive  m  geltenden  Divisionsresultate 

m         iin 
"  "  in—  l     <       in  —  2  j,     1        in  —  3  j  «    1  i     „  ;  7rt  —  2     i     x  m  —  1 

7-  =  a         -\-  a         0  -\-  a         b-  -\-  ■  •  ■  -\-  ab         4-0 

a  —  h 

ergibt  sich  für  a'^h'^  0  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

in         Till 

m  a         > —  s>  »i  t> 

a  —  0 

Hieraus  wird,  wenn  man  m=p-\-l  und  einmal  «  =  r-|-l,  b^z,  ein 
anderes  Mal  a  =  z,  h^z  —  1  setzt,  das  Resultat 

^  +  1  ^      ^  p-f  1 

abgeleitet,  wobei  p  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Sub- 
stituiert man  hierin  der  Reihe  nach  z  =  1,  2,  3,...«,  und  addiert  alle 
so  entstehenden  Ungleichungen,  so  folgt: 

Die  aus  Division  durch  ii^'^^  sich  ergebenden  Resultate  konvergieren  bei 

unendlich  wachsenden  n  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze  — -- —  und 
man  erhält  hieraus: 

1/*  _L  2^  +  Si'    I    .    .  _L  ,,/  1 

.  Lim —  1       •    >         — 


,P+i  2i-\-l 


in  dem  oben  vorkommenden  Falle  war  p  =  2,  also  der  Grenzwert  =  ^. 

8* 
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im  §  17   zu  Fig.  33  aufgestellte  Koordinatensystem  überträgt  und 
dabei  wieder  eine  Vertauschiing  der  x-  und  y -Achse  eintreten  läßt. 
Man  erhält  dann  aus  §  17  Nr.  6)  die  Parabelgleichung: 
.  a;*  sin-  to 

welche  in  ähnlicher  Weise  wie  die  obige  Gleichung  1)  angewendet 
werden  kann,  um  die  zwischen  einem  Parabelbogen,  der  Tangente 
eines  seiner  Endpunkte  und  der  durch    den  anderen  Endpunkt  ge- 
Fig.  36  legten  Parallelen  zur  Parabelachse  ent- 

haltene Fläche  zu  berechnen.  Das  hier- 
bei sich  ergebende  Resultat  lautet,  daß, 
wenn  in  Fig.  36  der  Parabelbogen  AI* 
in  das  Parallelogramm  AM  SP  so  ge- 
legt ist  das  er  die  Seite  AM  im 
Punkte  A  tangiert,  wähi-end  seine  Achse  mit  der  Seite  AS  pa- 
rallel läuft,  die  durch  den  Parallelbogen  gebildeten  Parallelogramm - 
teile  AMP  imd  ANP  sich   wieder  wie   1  :  2  verhalten*). 


*)  Sieht  man  bei  Fig.  36  oder  35  von  der  Vertauschung  der  Koor- 
dinatenachsen ab,  so  stößt  man  bei  Berechnung  der  Fläche  ANP  nach 
der  angegebenen  Methode  auf  einen  Grenzwert  von  der  Form 

Lim  /l'+y2"+yM--  •  •  +  Yv  _ 
n'[/n 
welcher  gleich  |  sein  muß,  wenn  das  Ergebnis  mit  dem  vorher  ent- 
wickelten in  Übereinstimmung  kommen  soll.  Ebendahin  führt  das  Re- 
sultat der  vorigen  Anmerkung,  wenn  sich  beweisen  läßt,  daß  es  auch 
für  gebrochene  Werte  von  p  Geltung  behält.  Man  gelangt  hierzu  durch 
folgende  Betrachtung. 

Werden  die  Glieder  einer  beliebigen  fallenden  Zahlenreihe  mit 

«1  >  "2  >  "s  >  •  •  ■  >  "„  _  1  >  "„ 

bezeichnet,  und  ist 

'S»  =  «1  +  «2  4-  "s  H V  "„  - 1  +  ",. 

deren  Summe,  so  folgt  aus 

nach  Multiplikation   mit  «,   wenn   man   nu,^^■^^   mit    dem   nach   der  ge- 
stellten Bedingung  größeren  Werte  S^  vertauscht. 

Dies  gibt  das  Resultat: 

n  ^n  +  l'^n  +  2'^    ' 


§  lit.      L>i<!  Quiulratur  der  Parabel. 
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Fig.  37 


f)ie  Siuipsousche  Regel.  Aus  dei"  obigen.  Gleichung  2) 
läßt  sich  noch  eine  allgemeine  Methode  zur  näherungsweisen  Be- 
rechnung von  ebenen  Flächen  herleiten,  welche  über  einer  ge- 
gebenen Abscisse  stehend,  von  zwei  recht- 
winkligen Ortlinaten  und  einem  beliebigen 
Kurveubogen  begrenzt  sind.  Hierzu  führt 
folgende  Voruntersuchung. 

In  Fig.  37  ist  B  der  Scheitel  einer 
Parabel,  deren  Achse  BU  mit  der  //-Achse 
des  rechtwinkligen  Koordinatensystems 
parallel  läuft.  Wir  stellen  uns  die  Auf- 
gabe, die  Fläche  P^M^M^P^\  die  mit  S 
bezeichnet  werden  mag,  mittels  der  Ko- 
ordinaten der  drei  Funkte  Pg,  F^  und  P^  zu  berechnen,  wobei  der 
Punkt  Po  so  gewählt  ist,  daß  durch  seine  Ordinate  die  Strecke 
M^M^    in   zwei   gleiche    Teile   geteilt   wird.      Verschieben    wir   die 


In  gleicher  Weise  ist  in  einer  steigenden  Zahlenreihe 
Bei  Anwendung  auf  das  Divisionsresultat 

a    —  0 


a —  h 


=  ar-'^^a'--b^ \- 


r-e-\ 


a 


fc*  +  ...  +  t^ 


worin  a'^h'^0  sein  und  r  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnen 
soll,  liefern  einerseits  die  ,s  Anfangsglieder,  andererseits  die  s  Endglieder 
die  Ungleichung 


a'"  -  *  («•'  —  h")        a''  —  h''  ^h'-'  [^a'  —  h') 


woraus  weiter 


s{a  —  h) 


r  («  —  V)  ■ 


s{a  —  b) 


((      0  * 


hervorgeht.     Man  gelangt  hierdurch  wieder  zu  der  in  der  vorigen  An- 
merkung aufgestellten  Ungleichung: 


wenn  man  —  mit  in  und   a  mit  n*  vertauscht,   nur  daß  sie  jetzt  auch 

für  gebrochene  Werte  von  m  gilt,  welche  größer  sind  als  1.     Der  Fort- 
gang der  Betrachtung  bleibt  dann  wie  vorher. 
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Koordinatenachsen  parallel  zu  sich  selb.st  in  die  Lage  von  BII 
und  BS,  und  bezeichnen  die  Koordinaten  eines  auf  das  neue  System 
bezogenen  Punktes  mit  ^  und  ri,  so  lautet  nach  Nr.  l)  die  Parabel- 
gleichung: 

Für  den  durch  die  Scheiteltangente  BS  von  der  zu  berechnenden 
Fläche  *S'  abgeschnittenen  Teil  P-^K^N^P^  =  T  gilt  dann  nach  2) 
die  Formel: 

oder  mit  Benutzung  von  Nr.  5): 

rj'  __    Cl Ss 

wohei  ^jTjj  und  ^gijg  sich  auf  die  Punkte  P^  und  Pg  beziehen. 
Hieraus  folgt,  wenn  man  31. ^M^  =  M^M^  =  c,  also  5^  —  g^  =  2f 
setzt: 

'6p 

oder  nach  einfaches  Umgestaltung: 

^._Mlr  +  (li  +  g.,)^  +  l:ri  . 

Nun  ist  aber  ^  j^  '^  =  ^2 ,  tl.  i.  der  Abscisse  des  Punktes  P^  gleich, 
Mit  AViedereinsetzung  der  Ordinaten   aus  Nr.  ."))  entsteht  hiernach: 

Kehren  wir  jetzt  zum  ui-sprünglichen  Koordinatensystem  zurück 
und  setzen: 

OA  =  ü,         AB  =  b, 

31,  P,=i/^,         31,  P,  =  y, .  31^  P,  =  //. . 

so  ergibt  sich  aus  Nr.  6): 

T=l  e{(t,,-b)^i  {>,,  -  ft)  +  (p,  -h)\. 
oder  nach  gehöriger  Reduktion: 


§  19,     Dil-  Quadratur  der  Parabel. 
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Hieraus   tolgt,   wenn    iiiuu   beiderseitig 

Fläehe   X^ il/., 31^ ^\  =  2be 


addiert. 


^  =  :t  ^  ^!h  +  •*//-  +  y-^- 


Dieses  Resultat  ist  von  dem  Vorzeichen  von  b  unabhängig,  gilt 
also  auch  noch  dann,  wenn  die  konkave  Seite  des  Parabelbogens 
der  .T -Achse  zugewendet  ist. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  lassen  insofern  eine  Um- 
kehrung zu,  als,  wenn  drei  Punkte  in  der  Lage  von  P^,  P,  und  P.^ 
gegeben  sind,  es  im  allgemeinen  möglich  ist,  durch  dieselben  eine 
Parabel  zu  legen,  deren  Achae  den  Ordinaten  parallel  läuft.  Unter 
der    gemachten    Voraussetzung    lautet    nämlich    nach    Nr.   5)    die 

Parabelgleichung : 

[X  —  a)- 


y 


h  = 


2  p 


Fig.  38. 


und  wenn  man  hierin  die  Koordinaten  der  drei  Punkte  einsetzt,  so 
erhält  man  drei  Bedinguugsgleiehungen,  aus  denen  sich  die  Kon- 
stanten a,  h  und  j>  herleiten  lassen.  Die  gestellte  Forderung  trägt 
in  dem  einzigen  Falle  einen"  Widerspruch  in  sich,  wenn  die  drei 
Punkte  in  derselben  geraden  Linie  liegen;  doch  läßt  sich  aus  der 
Zusammensetzung  der  Formel  7)  leicht  übersehen,  daß  sie  auch 
dann  noch  ihi-e  Geltung  behält.  Jedesmal  also,  wenn  man  sich  durch 
die  Endpunkte  der  drei  um  die  Strecke  e  von  einander  entfernten 
Ordinaten  ^g,  ij.y  und  y^  eine  Parabel  gelegt  denkt,  deren  Achse 
parallel  zu  den  Ordinaten  ist,  wird 
die  Größe  der  Fläche  des  zwischen 
?/3  und  i/i  enthaltenen  Streifens 
durch  die  Gleichung  7)  ausgediäickt. 
Hiervon  kann  Gebrauch  zm- 
annäherungsweisen  Berechnung  der 
Fläche  P3IXQ  (Fig.  38)  gemacht  O  ^f 
werden.       Zerlegt    man     die     nach 

ihrem  Inhalte  zu  bestimmende  Fläche,  die  A\-ir  mit  F  bezeichnen 
Avollen,  durch  Ordinaten  in  eine  gerade  Anzahl  von  Streifen,  so 
mag  wieder  s  die  Breite  eines  jeden  solchen  Streifens  darstellen, 
während  die  aufeinander  folgenden  Ordinaten  die  Bezeichnung 
?/o'  yii  y^i  ■  ■  ■  y^n  erhalten  sollen.    Man  kann  jetzt  die  Bogenstücke, 
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welche  drei  aufeinander  folgende  Ordinatenpunkte  verbinden, 
näherung.sweise  als  Parabelbögen  ansehen,  und  erhält  dann,  wenn 
man  für  jedes  Streifenpaar  einen  Ausdruck  von  der  Form  7)  aul- 
stellt, durch  Summierung  aller  Streifenpaare  nach  gehöriger  Ver- 
bindung der  gleichartigen  Größen: 

8)   -f'  =   y  M%   +  ^2„  +   4  (y^   +  ^3   +   ,y^  +   .   .   .   +  3,^^_  J 

+   2  (//,   +  2/4  +  i/g  H 1-  i/2„_2)  1  . 

Diese  unter  dem  Namen  der  Simpsonschen  Regel  be- 
kannte Formel  gewährt  in  den  meisten  Fällen  einen  nicht  un- 
beträchtlichen, mit  der  Anzahl  der  Zwischenordinaten  wachsenden 
Grad  von  Genauigkeit. 


Sechstes  Kapitel. 
Die  Ellipse. 

§  20.     Die  Gleichung  {'^  +  [l  )'=  1- 

Bei  Gelegenheit  der  iin  §  14  angestellten  allgemeinen  Be- 
trachtung der  Kegelschnitte  haben  wir  unter  Nr.  7)  die  Gleichung 

einer  Ellipse  angehörig  gefunden,  deren  große  und  kleine  Achse 
2  a  und  2  b  die  Achsen  der  x  und  y  darstellen.  Die  Form  dieser 
Gleichung  ließ  ims  bereits  die  allgemeinen  Umrisse  der  darin 
dargestellten  Kurve  erkennen;  es  bleibt  uns  noch  übrig,  das  Bild 
dadurch  weiter  auszuführen,  daß  wir  der  Gleichung  die  Mittel  zur 
konstruktiven  Darstellung  der  Linie  entnehmen. 

Wird  Nr.  l)   durch  Entfernung  der  Nenner  auf  die  Form 

2)  (Cif-  -f-  o'j'   =  a^b 

gebracht,  so  läßt  sich  mit  Einsetzung  von  x  =  rcos(p  und  _?/  =  /■  sin 9 
die  Ellipse  auf  ein  Polarkoordinatensystem  beziehen,  welches  den 
Mittelpunkt  zum  Pol  und  die  große  Achse  zm*  polaren  Achse  hat. 
Es  entsteht  nach  einfacher  Umgestaltimg: 

.>N  .2  ^ ^"AL *") 

-'  a^sin-cp -^b^cos^cp''  ■' 

oder,  wenn  wir  nach  §  1-1  Nr.  9)  mittels  der  Gleichung 

*)  Ein  größerer  Wert  von  r-  als  der  durch  die  Gleichung  3)  aus- 
gedrückte muß  offenbar  einem  außerhalb  des  von  der  Ellipse  ein- 
geschlossenen Teiles  der  Ebene  gelegenen  Punkte  angehören,  während 
kleinere  Werte  sich  auf  den  innerhalb  gelegenen  Teil  beziehen.  Geht 
man  in  den  sich  hieraus  ergebenden  Ungleichungen  auf  die  rechtwink- 
ligen Koordinaten  zurück,  so  findet  man 
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^2  =  ,,2  _  ^2 

die  lineare  Exzentrizität  c  einfüliren, 
o  a'b- 


^) 


a-  —  c  cos^qp 

Beschränken  wir  uns  auf  die  zwischen  den  Grenzen  0  und  90°  ge- 
legenen Polarwinkel,  was  insofern  ausreicht,  als  damit  einer  der 
vier  unter  sich  kongruenten  Ellipsenquadranten  vollständig  umfaßt 
wird,  so  erkennen  wir  hieraus,  daß  r  bei  wachsendem  <p  abnimmt, 
daß  also  a  und  h  den  größten  und  kleinsten  Radius  der  Ellipse 
darstellen.  Ein  vom  Mittelpunkte  aus  mit  dem  Halbmesser  a  kon- 
struierter Kreis  ist  daher  so  um  die  Ellipse  beschrieben,  daß  er 
mit  ihr  nur  die  Scheitel  der  großen  Achse  gemein  hat:  der  kon- 
zentrische Kreis  mit  dem  Radius  h  ist  in  ähnlicher  Weise  ein- 
geschrieben. Beide  Kreise  sollen  ausschließlich  der  umgeschrie- 
bene und  der  eingeschriebene  Kieis  der  Ellipse  genannt  werden. 
Kehren  wir  zum  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  zurück,  so  hat 
der  erstere  dieser  Kreise  die  Gleichung: 

o)  x^  +  r  = «", 

der  zweite  dagegen: 

6)  x'^  +  y'  =  &-. 

Aus  der  Zusammenstellung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  Xr.  1 ) 
oder  2)  finden  wir  Mittel  zur  konstruktiven  Darstellimg  der  Ellipse. 
Es  genügt  hierbei  aus  dem  oben  angegebenen  Grunde  wieder,  wenn 
wir  uns  auf  die  Betrachtung  des  Quadranten  beschränken,  in  welchem 
beide  Koordinaten  positive  Werte  besitzen. 

Bezeichnen  wir  die  Ordinaten  der  Ellipse  \ind  des  umge- 
schriebenen Kreises,  welche  einer  und  derselben  Abscisse  angehören, 
mit  1/  und  y\  so  folgt  aus   l)  und  ö) 

ij  =  ^  Ya^  —  x\       y'  =  ya'  —  x^ 
und   hieraus   durch  Division: 

a-y-  -\-  Z>-;l-;>  a-h^ 

als  Kennzeichen  der  außerhalb  der  Ellipse  gelegenen  Punkte,  wälirend 
die  Ungleichung 

t'ür  Punkte  innerhalb  der  Ellipse  gilt. 


tj  20.     Dir  filc'ichim^^  ('")+  i'l)'^  ^' 
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7) 


?f  ■  U 


il.  h.  die  dcrsfllieii  Abseisse  entsprechenden  Ordinaten  der  Ellipse 
und  des  unit^'eschrieheuen  Kreises  stehen  zueinander  in  dem  un- 
veränderlichen Verhältnisse  der  Halbachsen.  Hiernach  können  beliebig 
viele  Punkte  einer  Ellipse  gewonnen  werden,  wenn  man  die  auf 
demselben  Dm-chmesser  rechtwinkligen  Ordinaten  eines  Kreises  in 
einem   konstanten    Verhältnisse   verkürzt*). 

Bei  Vergleichung  der  Ellipse  mit  dem  eingeschriebenen  Kreise 
sollen  .'■  und  x"  die  derselben  Ordinate  zugehörigen  Abscissen  der 
Ellipse  und  des  Kreises  darstellen.  Dann  ergibt  sich  aus  l) 
»md   G) 


Fig.  39. 


\ind  dies  führt  zu   der  Proportion: 

8 )  X  :  x"  =  a  -.1). 

Die  Ellipse  kann  hiernach  gebildet  werden,  indem  man  sämtliche 
Abscissen  des  eingeschriebenen  Kreises  in  dem  imveränderlichen 
Verhältnisse  der  elliptischen  Halbachsen 
verlängert. 

Die  im  vorigen  enthaltene  Ver- 
gleichung  der  Ellipse  mit  den  beiden  über 
ihren  Achsen  beschriebenen  Kreisen  führt 
auf  die  folgende  einfache  Konstruktion 
von  beliebig  vielen  ihrer  Punkte,  mit 
gleichzeitiger  Anwendung  beider  Kreise. 
Zieht  man  in  Fig.  39  den  Radius  Ol* \ 
welcher  die  beiden  Kreise  in  den  Punkten 

P'  und  P"  schneidet,  und  legt  durch  P'  die  Gerade  P' M  parallel 
zur  y -Achse,  und  KP"  durch  P"  parallel  zur  j:; -Achse,  so  ist  der 
Durchschnittspunkt  P  dieser  beiden  Geraden  ein  Ellipsenpuukt. 
Sobald  nämlich  mit  Anwendung  der  obigen  Bezeichnungen 


'■■)  Dies  geschieht  z.  B.  bei  geometrischer  Projektion  des  Kreises  auf 
eine  zu  diesem  Durchmesser  parallele  gegen  die  Kreisebene  geneigte 
Ebene.  Diese  Bemerkung  ist  insofern  nicht  ohne  Wichtigkeit,  als  da- 
durch der  Geometrie  ein  Mittel  gegeben  ist,  Eigenschaften  der  Ellipse 
aus  entsprechenden  Kreiseigenschaften  abzuleiten. 
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MF  =  üN 
MF'  =  y 


gesetzt  wird,  so  ergibt  sich  aus 

2IP:21F'  =  OF" 


OF' 


die  Proportion  Nr.  7),  xind  Nr.  8)  aus: 

OM:NF"  =  OF'  :0F". 

Zu  bemerken   ist    hierbei    noch,    daß    die    angewendete    Konstruk- 
tion   eine    einfache   Bestätigung   findet,   wenn   man   die  Quotienten 

OM        X  ON        y  .  . 

„  T^,  =        und  ^-T."  =  1    als  trigonometrische  Funktionen  des  Win- 

ÜP         a  OF  b  ° 

kels  MOF'  =  NF" 0  auffaßt.    Bezeichnet  man  diesen  Winkel  (die 
sogenannte   exzentrische  Anomalie)  mit  «,  so   ist 


=  cosa, 


Fig.  40. 


und  hieraus  folgt  sogleich  für  den  Punkt  F  die  Ellipsen gleichung  l). 
Die  hierin  enthaltene  Analogie   zwischen    der  goniometrischen 

Gleichung 

cos  a  -f  sm  «  =  1 

und  der  Gleichung  der  Ellipse  kann   zu  einer  zweiten  Darstellungs- 
weise dieser  Kurve  benutzt  werden.     Läßt  man  eine  Gerade  AB  von 

unveränderlicher  Länge  mit  ihren 
Endpunkten  A  und  B  auf  den 
Schenkeln  0  1'  und  0  X  eines  rech- 
ten Winkels  gleiten  und  beob- 
achtet den  Weg,  den  dabei  ein 
auf  der  Geraden  gelegener  fester 
Punkt  F  durchläuft,  so  ist,  wenn 
X  man  AF=  a,  FB  =  h,  021=  NF 
=  .f,  MF  =  ON  =  y  setzt,  für 
jede  Lage  des  Punktes  F 

—  =  cosA^P^.  '[  =  sin(>i>'J, 

a  b 

folglich  da  LNFA  =  LOBA, 

Der  Punkt  F  beschreibt  also  eine  Ellipse.  —  Es  ist  leicht  ersicht- 
lich, daß  hierbei  der  beschreibende  Punkt  auch  auf  der  Verlängerung 


'^^ 

Sf 

B'^ 

-^^ 

^ 

M 

B 

§  20,     Di..  Gl.idn.nj,.  (;^)  +  (-^)  =  1.  ^^^ 

der  unveränderlichen  (loradon  gelegen  sein  kann.  Die  fJcrade  A' Ji' 
in  Fig.  40,  die  mit  dem  Punkte  A'  auf  der  //-Achse  und  mit  B' 
auf  der  .r -Achse  gleitet,  stellt  diesen  Fall  dar.  A' P  ist  hier 
wieder  =  a  und  J?'P  =  b  augenommen. 

Sowie  im  §  lö  unter  II.  die  Parabel  durch  Zerlegung  der  Seiten 
ihrer  Gleichung  in  zwei  Faktoren  ersten  Grades  mittels  des  Durchschnit- 
tes von  zwei  veränderlichen  Geraden  dargestellt  wurde,  so  läßt  sich 
auch  ein  ähnliches  Verfahren  für  die  Ellipse  und  überhaupt  für  jede 
Linie  zweiten  Grades  anwenden.    Haben  zwei  Gerade  die  Gleichungen 


9) 

10) 


1  + 


=-  1 


so  gilt  für  ihren  Durchschnittspunkt  auch  die  durch  Multiplikation 
derselben  entstehende  Gleichung: 


=  1 


^    oder       g  + 


b,b. 


1, 


Fig.  41. 


und  diese  gehört  einer  Ellipse   an,   wenn  b^  bc,  =  b-,  oder  wenn   die 
stetige  Proportion 

11)  b^:b  =  b:  b, 

erfüllt  wird.     Hierauf  gründet  sich  die  folgende  Konstruktion. 

In  dem  Eechtecke   CADB  (Fig.  41),  dessen  Seiten  CA  und 

CB  die  Halbachsen  der  zu  konstruierenden  Ellipse  darstellen,  teile 

man  DB  und    CB    in    den   Punkten 

M  imd   K^    so,   daß    die   Proportion 

BM:T)B  =  CN^  :  CB 

stattfindet.  Legt  man  hierauf  durch 
den  Scheitel  A  der  großen  Achse 
die  Gerade  AM  und  durch  den  zweiten 
Scheitel  A^  die  Gerade  A^N^,  so  ist 
der  Dm-chschnittspunkt  F  beider  Ge- 
raden ein  Ellipsenpuukt.  Wird  nämlich  C2s\  =  &^,  CX^  =  b^  gesetzt, 
und  bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  die  Halbachsen  mit  n  und  &, 
so  stellt  l^T.  9)  die  Gleichung  der  Geraden  A^N^  und  Nr.  10) 
die  von  AJSf^  dar.  Was  die  dabei  zu  erfüllende  Bedingung  11) 
betrifft,  so  gilt  der  Konstruktion  zufolge  die  Proportion: 
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I)M:ÄC  =  AD:  CN,. 

Hieraus  entsteht  aber,  wenn  man  A  C  mit  der  gleichen  Strecke  T)  B 
vertauscht  und  die  gegebene  Relation 

BM-.BB^  Cy\  :  CB 

anwendet,  die  verlangte  Bedingung. 

Brennpunkte  der  Ellipse.  Soll  die  Ellipse  mittels  ihi'er 
Brennpunkte  konstruiert  werden,  so  entsteht  wieder,  wie  bei  der 
Parabel,  die  Frage  nach  der  Anzahl  und  Lage  .solcher  Punkte. 
Wir  haben  im  §  15  unter  Nr.  6)  und  7)  gefunden,  daß.  wenn  x  und 
//  die  Koordinaten  eines  auf  einer  Linie  zweiten  Grades  gelegenen 
Punktes,  $  und  i]  dagegen  die  eines  zugehörigen  Brennpunktes  dar- 
stellen, zwischen  diesen  Größen  eine  Gleichung  von  der  Form 

12)  (X  -  lY  +  (^  -  yif  =  (ax  +  ßjj -^  yf 

stattfinden  muß,  welche  nach  Ausführung  der  Rechnung  in 
)(1  -  u')x'-  +  (1  -  /3^)/  -  2aßxp  -  2(5  +  ay)x 
\  -  2(7^  +  ßy)>/  +  -e  +  r^'  -  y'  ==  0 

übergeht.    Damit  es  möglich  ist,  diese  Gleichung  auf  die  Formen  1 ) 

oder  2)  der  Ellipsengleichung  zurückzuführen,  müssen  die  Bedingungen 

aß  =  0,      §  +  «7  =  0,      1]  +  ßy  =  0 

erfüllt  werden,  von  denen  die  erste  und  zweite,  oder  die  erste  und 
dritte  nur  dann  nebeneinander  bestehen  können,  wenn  entweder 
zugleich  a  =  0  und  §  =  0,  oder  ß  =  0  und  »/  ^  0  ist.  Man  sieht 
hieraus,  daß  Brennpunkte  der  Ellipse  nui-  in  einer  der  beiden 
Achsen  gelegen  sein  können.  Nehmen  wir  zunächst  j3  =  0  und  >;  =  0, 
suchen  also  solche  Brennpunkte,   die  in  der  x -Achse  gelegen  sind, 

so  ist  nach  der  zweiten  der  zu  erfüllenden  Bedingungen  «^ —   -- 

zu  setzen.    Mit  Substitution  dieser  Werte  kann  Nr.  lo)  auf  die  Form 

— -j—  •  X-  +  >/-  =  y-  —  §- 

gebracht  werden,  woraus  sich  die  Gleichling 

":+  .-^'.,  =  1 

y-       y-  —  t- 

ergibt.  Dieselbe  gehört  einer  Ellipse  an,  füi'  deren  Halbachsen 
die  Beziehungen 


§  20.     Die  (iloichung  (^-\ *+(•')*=!•  '  ^  ' 

stattfindf'ii.    Durcli  Verbindung  der  beiden  letzten  Relationen  entsteht: 

oder  mit  Einführung  der  linearen  Exzentrizität  c: 

wodurch    wir   auf  die  zwei  bereits  in  Fig.  27  dargestellten  Brenn- 
punkte zurückkommen. 

Für  Brennpunkte  in  der  7/ -Achse  müßte  or  =  0  und  §  =  0 
gesetzt  und  dazu  die  Bedingung  ß  =  —  gefügt  werden.  Wird 
mit  Benutzung  dieser  Größen  .die  vorhergehende  Rechnung  wieder- 
holt, so  gelangt  man  durch  bloße  Buchstabenvertauschung  zu  dem 
Resultate : 

16 )  if  =  &2  _  a\ 

was,  da  a  >  h  vorausgesetzt  ist,  zu  imaginären  Werten  hinführt. 
Die  Ellipse  enthält  also  nur  die  beiden  in  der  großen  Achse  zu 
beiden  Seiten  des  Mittelpunktes  im  Abstände  c  gelegenen  Brennpunkte. 
Bezeichnen  wir  mit  Z-y  den  Abstand  eines  Ellipsenpunktes  xy 
von  dem  auf  der  Seite  der  positiven  x  gelegenen  Brennpunkte,  so 
ist  in  der  aus  Nr.  12)  folgenden  Gleichung 
%2  =  (ax  +  ßy  +  yf 

nach  den  oben  gefundenen  Relationen 

^               c 
y  =  a,     ß  =  0,      «=—    -  = =— £ 

'  ^        r  y  a 

ZU    setzen,    wobei   £    wie    früher    (vgl.  §  14  Nr.  8)    die   numerische 
Exzentrizität  darstellt.     Hieraus  folgt: 

z-i^^  =  (a  —  sxy, 

und,    da    für   jedes    x    (also   z.  B.    auch   für   x  =  O)    nur   positive 
Werte  von  z^  zulässig  sind, 

17)  Zj^  =  a  —  ex. 

In  gleicher  Weise  findet  sich,  wenn  man  |  =  —  c  nimmt,  füi-  den 
auf  den  anderen  Brennpunkt  bezogenen  Brennstralil: 

18)  Z.2  =  a  -\-  ex, 

und  endlich  aus  der  Verbindung  von  17)  und   18): 

19)  z,-\-z,  =  2a. 
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So  gelangen  wir  durch  die  analytische  Untersuchung  der 
Ellipsengleichung  zu  der  bereits  im  §  14  auf  Fig.  26  hergeleiteten 
Unverändorlichkeit  der  Summe  der  Brennstrahlen  zurück.  Es  ge- 
währt durchaus  keine  Schwierigkeit,  dieser  Eigenschaft  die  Mittel 
zur  Konstruktion  einer  Ellipse  zu  entnehmen,  für  welche  die  große 
Achse  und  die  Brennpunkte  gegeben  sind. 


i;  21.     Die  Ellipse  und  die  Gerade. 

Für  die  Koordinaten  derjenigen  Punkte,  welche  gleichzeitig 
in   einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 

1)  ahf  -f  h^x^-  =  aH- 
und einer  Geraden 

2)  1/  =  Mx  +  n*) 

gelegen  sind,  müssen  die  Gleichungen  beider  Linien  Geltung  finden. 
Durch  Elimination  von  y  erhält  man  hieraus  für  die  Abscissen 
dieser  Punkte: 

3)  [a-M-  +  &2)  a;2  +  2 arMnx  +  ar  {n^  —  h^)  =  0. 

Das  if,  welches  einem  jeden  hieraus  folgenden  x  zugehört,  ist 
aus  Nr.  2)  zu  berechnen. 

Da  n^M^  +  &^  in  einer  Ellipse  nicht  gleich  Null  sein  kann,  so 
ist  die  Gleichung  3)  stets  quadi-atisch,  gewährt  also  rücksichtlich 
der  Bcschalfenheit  ihrer  Wurzeln  die  bei  quadratischen  Gleichungen 
möglichen  drei  Fälle,  welche  nach  dem  Vorzeichen  der  Diskriminante 

J  =  «2  (,,2  _  J2)  (^^2jj2  _^  J2)  _  «4j^,,2 

zu  beurteilen  sind.  Durch  einfache  Umformung  des  letzteren  Aus- 
druckes gelangt  man  zu  dem  Resultate 

J  =-  a-b'^(a-M'  -\-  h^  ~  n^% 

wonach,  da  a'b^  immer  positiv  sein  muß.    die  Unterscheidung  der 
drei  Fälle  einzig  davon  abhängt,  ob  die  Difiei*enz 
n''3I~  +  ?>3  _  „2 

*)  Um  Verwechselungen  mit   den  Konstanteu   der  Ellipse   zu   ver- 
,  meiden,  ist  die  Richtungskonstante  der  Geraden  mit  M  und  die  Ordinate 
ihres  in  der  y-Achse  gelegeneu  Punktes  mit  »  bezeichnet  worden. 


§  21.     Die  Kllipsc  uikI  die  Gerade. 
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positiv,  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Im  ersteren  Falle  stellt  die 
Gerade  eine  Sekante,  im  zweiten  eine  Tangente  der  Ellipse  dar; 
im   dritten   sind  keine  gemeiusehaftliehen   Punkte  vorhanden. 

Um  dem  gefundenen  Unterscheidungsmerkmale  eine  geome- 
trische Deutung  abzugewinnen,  wollen  wir  uns  zunächst  auf  den 
einfachen  und  praktisch  wichtigsten  Fall  beschränken,  wo  die  an- 
gegebene Difierenz  gleich  Null  ist,  die  Gerade  also  den  Charakter 
einer  Tangente  an  sich  trägt.  Das  hierfür  geltende  analytische 
Kennzeichen 

4)  (i^ilf-  4-  b-  =  n- 

konunt,  wenn   man   mittels   der  Gleichung 

ü-  =  a.   —  c 

die  lineare  Exzentrizität  c  einführt,  auf  die  Form: 

«-'(!  +  iir)  =  r-2  +  «l 

Bezeichnen  wir  nun  mit  a  den  von  der  Geraden  und  der 
a;-Achse  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  bekanntlich 

1  -{-  M^  =  sec"a, 
und  es  entsteht  hiermit  aus  der  vorhergehenden  Gleichung: 

a-sec  «  =  c-  -\-  )r 
oder: 

5)  fl"  ^  (ccosß)- +  («cos«)-. 

c  gesetzt, 


Um  diese  Gleichung  zu  deuten,  ist  in  Fig.  -42  CF 
indem  C  den  Mittelpunkt  und  F 
einen  Brennpunkt  dei  Ellipse  dar- 
stellt. T  y  ist  die  zu  unter- 
suchende Tangente,  also  CK  =  u. 
Zieht  man  C  U  und  F  Y  senkrecht 
auf  TF,  so  -wird 

U  V  =  C cos  «,     CU=n  cos  a ; 

folglich   erhält  man   aus   5): 

fl2  _  fF^2  ^  ^  _  ^2^      a=  er. 

Der  Fußpunkt  T'  des  vom  Brennpunkte  F  auf  die  Tangente  ge- 
fällten Lotes  oder  die  Projektion  des  Brennpunktes  auf  die  Tan- 
gente liegt  hiernach  im  Abstände  a  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse, 
d.  i.  auf  dem  Umfange  des  umgeschriebenen  Kreises. 

Fort  11.  Scblümilcb,  anal.  Geom.  I.  7.  Aufl.  9 
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Untersucht  man  in  gleicher  Weise  die  beiden  noch  übrigen 
Fälle,  was  durch  bloße  Vertauschung  der  Gleichheits-  und  Un- 
gleichheitszeichen  in  den  letzten  Formeln  geschehen  kann,  so  ge- 
langt man  zu  dem  Satze:  Eine  Gerade  schneidet  eine  Ellipse 
in  zwei  Punkten,  berührt  sie  in  einem  Punkte  oder  hat 
keinen  Punkt  mit  ihr  gemein,  je  nachdem  die  Projek- 
tionen der  Brennpunkte  auf  die  Gerade  innerhalb,  auf 
oder  außerhalb  der  Peripherie  des  über  der  großen  Achse 
beschriebenen  Kreises  liegen.  —  Durch  Umkehrung  dieses 
Satzes  kommt  man  imter  anderem  zu  dem  Resultate,  daß,  wenn 
man  auf  einer  Ellipsentangente  in  den  beiden  Punkten,  worin 
sie  den  imigeschriebenen  Kreis  schneidet,  Senkrechte  errichtet,  jede 
dieser  Senkrechten  durch  einen  der  beiden  Brennijunkte  hindurch- 
gehen muß. 

Tangenten  der  Ellipse.  Die  auf  Tangenten  bezüglichen 
Grundaufgaben,  eine  Berührende  in  gegebener  Richtung  oder  durch 
einen  gegebenen  Punkt  an  eine  Ellipse  zu  legen,  können  leicht 
geometrisch  mit  Hilfe  des  umgeschriebenen  Kreises  nach  dem 
obigen  Lehrsatze  gelöst  werden.  Die  analytische  Behandlung 
dieser  Aufgaben  stützt  sich  auf  die  Bedingungsgleichung  4),  welche 
das  Kennzeichen  für  den  Fall  enthält,  in  welchem  eine  Gerade  zur 
Tangente  der  Ellipse  wird. 

Soll  erstens  eine  Gerade,  deren  Richtungskonstante  den  Wert 
M  besitzt,  die  Ellipse  berühi-en,  so  gelten  füi-  diesen  Fall  die 
Gleichungen: 

ij  =  Mx  -f-  w,     rt^JlT-  -r  h-  =  «^ 

aus  denen  die  unbekannte  Konstante  »  eliminiert  werden  kann. 
Es  folgt  dann  als  Gleichung  der  Tangente  bei  gegebener 
Richtung: 


6)  y  =  Mx±  Ya^M^  +  b\ 

Da  hierin  die  Wurzelgröße  nicht  verschwinden  kann,  so  sind  nach 
jeder  Richtung  hin  zwei  pai'allelc  Tangenten  möglich,  welche  mit 
Rücksicht  auf  die  Form  von  Gleichung  6)  die  j/-Aehse  zu  beiden 
Seiten  des  Mittelpunktes  in  gleichem  Abstände  durchschneiden. 
Was  die  Koordinaten  der  zugehörigen  Berührungspunkte  betrifl"t, 
so  ergeben  sich  dieselben  aus  den  Resultaten  der  folgenden 
Aufgabe. 
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Wird  näiiilicli  zweitens  die  Foidci-ung  gestellt,  durch  einen 
gegebenen  Punkt  j^y/^  Tangenten  an  die  Ellipse  zu  legen,  so  läuft 
unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen  diese  Aufgabe  dar- 
auf hinaus,  ^f  und  )i  zu  berechnen,  wenn  .t\  und  ?/,  gegeben  sind. 
Die  hierzu  nötigen  Bedingiingsgleichungen  können  aber  ebenfalls 
benutzt  werden,  um  die  Werte  von  x^  und  //^  aus  31  und  n  ab- 
zuleiten. 

Mit  Rücksicht  auf  die  gestellten  Bedingungen,  daß  die  Ge- 
rade mit  den  Konstanten  3f  und  n  Tangente  sein  und  auf  ihr  der 
Punkt  rr^?/j   liegen  soll,  gelten   die   Gleichungen: 

«2 1/2  +  62  _  ,,2^       y^  _  j,j^^  ^  ,^^ 

woraus   durch   Entfernung   von  n   die  zur  Berechnung  von  M  die- 
nende Gleichung 

7)  (a^  -  x^^)  M'  +  2x,y^M  +  (6^  -  y^')  =  0 
entsteht.     Die   Konstante  w,    welche    einem   jeden   hieraus    berech- 
neten M  zugehört,  ergibt  sich  aus 

8)  n  =  y,  -  Mx,. 

Die  Form  von  Nr.  7)  zeigt,  daß  durch  den  gegebenen  Punkt 
entweder  zwei  Tangenten  gelegt  werden  können,  oder  nur  eine 
oder  endlich  keine   möglich  ist,  je   nachdem 


oder  auch 


9  •)        I         1  O  9    -^  ■'  7. 2 


und  es  geht  aus  der  zu  Nr.  o)  im  §  20  gemachten  Bemerkung 
hervor,  daß  diese  zu  unterscheidenden  Fälle  darauf  hinauskommen, 
ob  der  gegebene  Punkt  außerhalb,  auf  der  Peripherie  oder  inner- 
halb der  Ellipse  gelegen  ist. 

Fassen  wir  zunächst  den  Fall  ins  Auge,  wo  sich  der  Punkt 
x^y^  auf  der  Peripherie  befindet,  also  den  Berührangspunkt  ab- 
gibt, so  erhalten  wir  aus  Nr.  7)  auf  sehr  einfache  Weise  die 
Richtung  der  Tangente,  wenn  wir  vor  allen  Dingen  diese  Gleichung 
mit  a^h^   multiplizieren.     In    dem    hieraus    entstehenden    Resultate 

„2^2  ^^2  _  ^,^2)  j^2  _|.  2aH\r^y^M  +  a^h^  (6^  _  y^)  =  o 
kann   nämlich,   wenn  .ij^/i  Peripheriepunkt   ist,  nach  der  Ellipsen- 
gleichung   l) 
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l^  («2  _  ^^^  =  ^2y^2^       «2  (^2  _  ^^2^  _  ,,2^^2 

gesetzt  werden,  und  man   erhält  hieraus: 

a^y^^3r-  +  2(rh^-x^y^M  +  h'-x^-  =  0 
oder  nach   Wurzelausziehung  und  Reduktion   auf  M: 

Aus  dieser  Im*  die  Richtungskonstante  der  Tangente  im  Be- 
rühiTingspunkte  X-^yi  geltenden  Gleichung  folgt  unter  anderem, 
daß,  so  lange  M  einen  gegebenen  Wert  besitzt,  auch  der  Quotient 

—  konstant  bleiben   muß,  wonach  sich  mit  Rücksicht   auf  die  Glei- 

chung  l)  im  §  5  die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten,  deren 
es  nach  dem  Resultate  der  vorigen  Aufgabe  je  zw^ei  gibt,  auf  einer 
durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  (den  Koordinatenanfang)  gehenden 
Geraden  befinden. 

Wird  das  Ergebnis  von  Nr.  9)  in  8)  eingesetzt,  so  findet 
sich  bei  neuer  Reduktion  mit  Hilfe  der  EUipsengleichvmg: 

^- 

10)  n  =  -  ■ 

Die  Gleichungen  10)  und  9)  sind  auf  y^  und  x^  zu  reduzieren, 
wenn  aus  den  Konstanten  einer  gegebenen  Tangente  die  Koordi- 
naten des  Berührungspunktes  abgeleitet  werden  sollen.  Die  Aus- 
führung hiervon  kann  der  Selbstübung  des  Lesers  überlassen  bleiben. 
Durch  Einsetzung  der  in  9)  und  10  gefimdenen  Werte  in 
die  Gleichung  der  Geraden  ergibt  sich  für  die  Gleichung  der 
durch   den  Berührungspunkt  x^y^   gehenden   Tangente: 

h^x.  ,    h- 

11  = ,       ■  X  -\-        ^ 

■  rt-//i  .'/i 

woraus  nach  gehöriger  Reduktion 

11)  ^^f  +  ?^  =  1 

^  0*0- 

hergeleitet  wird.  Für  die  Abscisse  des  in  der  ;r-Achse  gelegenen 
Punktes,  die   wir   mit   w  l)ezeichnen   wollen,  folgt  hieraus: 

12)  ,„-?;. 
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Die  Werte  H))  uud  ll'i  sind  besonders  zur  geometrischen  Darstellung 
der  Tangente  geeignet.  Da  nämlich  in  nur  von  a  und  x^  abhängt, 
so  müssen  in  allen  über  derselben  großen  Achse  konstruierten 
Ellipsen  die  Berührenden  solcher  Punkte,  die  eine  gleiche  Abscisse 
besitzen,  die  :i-Achse  in  demselben  Punkte  schneiden ;  es  gilt  dies 
also  auch,  da  die  kleine  Achse  ganz  außer  dem  Spiele  bleibt,  für 
die  Tangente  im  umgeschriebenen  Kreise.  In  gleicher  Weise  wird 
mit  Rücksicht  auf  Nr.  10)  die  //-Achse  bei  gleich  bleibender  Ordinate 
der  üerühruugspulikt  von  den  Tangenten  aller  über  derselben  kleinen 
Achse  befindlichen  Ellipsen  in  demselben  Punkte  geschnitten,  also 
auch  von  der  Tangente  im  eingeschriebenen  Kreise.  Hiernach  kann 
die  Darstellung  der  Tangente- leicht  mit  der  in  Fig.  39  enthaltenen 
Konstruktion  der  Ellipse  aus  den  über  den  Achsen  beschriebenen 
Kreisen  in  Verbindung  gebracht  werden. 

Befindet  sich  der  Punkt  oc^j/^,  durch  welchen  Berührende  an 
die  Ellipse  gelegt  werden  sollen,  außerhalb  der  Peripherie,  so 
fühi't  eine  gleiche  Schlußfolgerung,  wie  die  zur  Herleitung  von 
Nr.  5)  im  §  10  und  Nr.  lo)  im  i?  16  angestellte,  zu  dem  Ee- 
sultate,  daß 

5^4.  ?/i  y  _  -, 
a-   ^  ir- 

die  Gleichung  der  Berühmngssehne  darstellt.  Hiermit  läßt  sich 
in  ähnlicher  Weise,  wie  es  bei  den  Tangenten  geschah,  die  Be- 
rührungssehne  in  der  Ellipse  mit  den  entsprechenden  Linien  im 
umgeschriebenen  und  im  eingeschriebenen  Kreise  in  Zusammen- 
hang bringen. 

Normalen  der  Ellipse.  Für  die  Normale  im  Ellipsen- 
punkte x\i/^  eingibt  sich  mittels  der  in  Nr.  9)  gefundenen  Richtungs- 
konstante der  hierzu  senkrechten  Tangente  die  Gleichung: 

13)  y-Z/x  =  "J^(^-^,). 

Wird  hierin  y  =  0  gesetzt,  so  entsteht,  wenn  wir  die  zugehörige 
Abscisse  mit  $  bezeichnen,  für.  die  Subnormale  der  Wert: 

14^  ^-x,  =  -^''^. 

imd  hieraus  für  |  selbst  mit  Einführung  der  numerischen  Exzen- 
trizität nach  bekannten  Eeduktionsformeln: 

15)  I  =  e-x^. 
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Fig.  43. 


jsr  E 


Hieraus  wird  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  daß  die  x 
aller  Ellipsenpunkte  zwischen  den  Grenzen  -|-  a  und  —  a  enthalten 
sind,  leicht  abgeleitet,  daß  die  große  Achse  von  jeder  Nonnale 
zwischen  den  beiden  Punkten  ^  =  +  c^ : «  und  zwar,  von  der  kleinen 
Achse  aus  gerechnet,  auf  derselben  Seite  geschnitten  wird,  auf 
welcher  sich  der  zugehörige  Ellipsenpunkt  befindet. 

Sind  nun  in  Fig.  43  jP^  und  F^  die  beiden  Brennpunkte,  ist 
femer  C   der   Mittelpunkt   der   Ellipse   und  P^X  die  Normale   des 

Punktes  Pj,  so  fiat  man  'E,  =  CN^ 
und  hiernach  folgt  für  die  Ab- 
stände des  Punktes  X  von  den 
beiden   Brennpunkten: 

XI\  =  c  —  t,  =  £  [a  —  £x^) 
FoiV  =  c  -{-  1  =  i  (a  -\-  ix^. 

Mit  Rücksicht  auf  die  im  ^  20  unter  17)  und  18)  gefundenen 
Längen  der  Brennstrahlen  P^F.^   und   P^F^  ist  also 

NF^  =  £  ■  l\  Fj,     fUV  =  f  .  FoPi- 

Dies  gibt  die  Proportion: 

16)  F,N'.  NF^  -  F^P^:  l\  b\ , 

woraus  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  geschlossen  wird, 
daß  die  Normale  P^X  den  Winkel  F^P^F^  halbiert*).  Man  erhält 
so  den  Satz:  Die  Normale  eines  jeden  Ellipsenpunktes 
bildet  mit  den  zugehörigen  Brennstrahlen  gleiche  Winkel. 
Geometi'isch  wird  hieraus  abgeleitet,  daß  die  Tangente  T' T  den 
Winkel  F^P^L  halbiert,  welchen  ein  Brennstrahl  mit  der  Ver- 
längerung des  anderen  einschließt.     Zu  demselben  Resultate  gelangt 


*)  Setzt  man  L^'P^  F,  =  -/j,  ^  F,  P^  N=  y,,  ^P,  iYF,  =i',  so  gelten 
die  Proportionen: 

siny,  :  sinv  =  NF^  :  Pj  F,, 
siny,  :  sinv  =  F,  N :  F^Pi- 
Hieraus  folgt 

siny,  _  F,  X    F.  P, 
sm^  ~  NF,  ''  P,  F  ' 


1     -^  1  "  i 


also  mit  Rücksicht  auf  16): 


sinyi 


-  =  1,  siu)'»  =  siuy,   u.  s.  f. 
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man  durch  Berechnung  der  Strecken  i\T  und  F^T  mit  Hilfe  von 
Nr.  12);  dieselben  stehen  ebenfalls  im  Verhältnis  der  Brenn- 
strahlen. 

Die  Länge   der  Normale  L\N,    die    wir   mit    u   bezeichnen 
wollen,  findet  sich  aus  der  Formel: 

»2  _  (a-^  _  1)2  _|.  ,,^2 

Mit  Benutzung  des  obigen  Wertes  von  ^  und  der  für  x^y^  gelten- 
den Ellipsengleichung  erhält  man  hieraus  nach  einfachen  Reduk- 
tionen: 

17)  u^  = ;;:  («^  -  ex^) 

oder,  wenn  man  für  die  Brennstrahlen  P^F^  und  F^l\  die  bereits 
im  §  20  angewendeten  Bezeichnungen  s.^   iind  z^  gebraucht, 

18)  u-  =  K-  z.s^. 

Hieraus  kann  eine  einfache  Formel  füi-  die  Größe  des  Winkels 
abgeleitet  werden,  welchen  die  Normale  mit  jedem  der  Brennstrahlen 
einschließt,  und  den  wir  mit  y  bezeichnen  wollen.  Nach  einem 
bekannten  trigonometrischen  Satze  erhält  man  nämlich  im  Dreieck 
F.^P^F^  Fig.  43,  dessen  di-ei   Seiten  gleich  z.,.  z^   und   2c  sind, 

cos  r  = , 

also  mit  Rücksicht  auf  §  20  Nr.  19)  und  §  14  Nr.  9) 

cos-j'  =  ^  ,  • 

Wird  diese  Gleichung  dui-ch  Multiplikation  mit  Nr.  18)  verbunden, 
so  entsteht  das  Resultat: 

//"COS'  V  =      ,  , 

oder  nach  §  14  Nr.  6),  bei  Beachtimg  des  ümstandes,  daß  nur 
positive  Werte  von  cosy  in  Frage  kommen  können, 

19)  /f  cos;'  =  />, 

wobei  p  den  Halbparameter  darstellt.  Nach  dieser  Formel  kann  der 
Winkel  y  leicht  berechnet  werden;  zugleich  ist  darin  der  Lehrsatz 
enthalten:    In    der    Ellipse    gibt    die    Projektion    der    Nor- 
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male  auf  einen  Brennstrahl  des  zugehörigen  Peripherie- 
punktes den  Halbparameter*). 

§  22.     Portsetzung. 

Durchmesser  der  Ellipse.  Wir  sind  berechtigt,  die  Gleich- 
ung 3)  des  vorigen  Paragraphen  durch  a'M'  +  ^"  zu  dividieren, 
weil  dieser  Wert  immer  von  Null  verschieden  sein  muß.  Dann 
entsteht  für  die  Abscissen  derjenigen  Punkte,  welche  die  in  Unter- 
suchung stehende  Gerade  mit  der  Ellipse  gemein  hat,  die  Gleichung: 

Angenommen  nun,  die  Ellipse  werde  von  der  Geraden  in  zwei 
reellen  Punkten  geschnitten  und  es  seien  ./;  und  //  die  Koordinaten 
des  Mittelpunktes  der  zwischen  den  beiden  Durchschnittspunkten 
enthaltenen  Sehne,  so  ist 

_  x^  +  x^  _  y^  i/ä 

^  —        2       '       ^  ~        2' 

wenn  unter  x^  und  x.^  die  Wurzeln  der  obigen  Gleichung  und  unter 
y^  und  2/2  die  zugehörigen  Ordinaten  verstanden  werden.  Mit  Eück- 
sicht  auf  die  Summe  der  Wurzeln  von  Nr.  l)  und  auf  die  Gleich- 
ung der  Geraden  ergibt  sieh: 

Hieraus  erhält  man  durch  Entfernung  von  n  für  die  Mitten  einer 
Schar    paralleler    Sehnen    (mit    der    gemeinschaftlichen   Richtungs- 
konstante J/)  die  Gleichung: 
.3)  a^My-F  6-a'  =  0, 

aus  deren  geometrischer  Deutung  sich  der  Lehrsatz  ergibt:  Die 
Mitten    aller   parallelen    Sehnen    einer    Ellipse    liegen    in 

*)  Da  sich  dieser  Satz  unabhängig  von  der  Größe  der  Achsen  zeigt, 
so  muß  er  auch  für  die  Parabel  gelten,  von  der  wir  früher  ivgl.  die 
aus  der  Zusammenstellung  der  Gleichungen  unter  Nr.  KV)  im  t?  14  ge- 
zogenen Folgerungen)  gesehen  haben,  daß  sie  als  Ellipse  mit  uuendlicber 
großer  Achse  aufgefaßt  werden  kann.  Ohne  alle  Rechnung  ergibt  sich 
übrigens  für  die  Parabel  dieselbe  Eigenschaft  aus  der  Größe  der  Sub- 
normale mittels  der  zu  Fig.  34  augestellten  Betrachtungen. 
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einer  durch  den  MiHolpunkt  gehenden  (leradeu.  Dif  Kurve 
besitzt  also  geradlinige  Duri-liinesser,  die  sich  sämtlich  im  Mittel- 
punkte schneiden,  und  os  kann  hiernach  dieser  Punkt  mittels  des 
Durchschnittes  zweier  (leraden  konstruiert  werden,  von  denen  jede 
zwei  parallele  Sehnen  halbiert.  Bei  einer  vollständig  gegebenen 
Ellipse  reicht  übrigens  hierzu  bereits  die  Konstruktion  eines  ein- 
zigen Durchmessers  hin,  da  dessen  Mitte  mit  dem  Mittelpunkte 
zusammenfallen  muß. 

Bringen  wir  Nr.  3)  auf  die  Form 
__     &« 

so  findet  sich  für  die  Richtungskonstante  des  Durchmessers,  die 
wir  mit  M'  bezeichnen  wollen,  die   Gleichung: 

oder  auch: 

d.  h.  die  Richtungskonstanten  eines  beliebigen  Systems  paralleler 
Sehnen  und  ihres  zugehörigen  Dm-chmessers  bilden  für  jede  Ellipse 
ein  unveränderliches  Produkt.  Da  hierbei,  unbeschadet  der  Richtig- 
keit der  Gleichung,  die  Faktoren  M  und  M'  ihre  Rollen  aus- 
tauschen können,  so  folgt,  daß,  wenn  man  den  Sehnen  die  Rich- 
tung des  zugehörigen  Durchmessers  gibt,  letzterer  die  Richtung 
der  Sehnen  annimmt.  Legt  man  also  zu  den  Sehnen,  welche  von 
einem  Durchmesser  halbiert  werden,  eine  Parallele  durch  den  Mittel- 
punkt, so  ist  diese  Parallele  selbst  wieder  Durchmesser  für  die- 
jenigen Sehnen,  welche  mit  dem  ersten  gleiche  Richtung  haben. 
Zwei  in  der  angegebenen  Weise  von  einander  abhängige  Dureh- 
messer heißen  zugeordnete  oder  konjugierte  Durchmesser. 
Einer  derselben  kann  immer  in  beliebiger  Richtung  durch  den 
Mittelpunkt  der  Ellipse  gelegt  werden;  man  findet  dann  den  andera, 
wenn  man  den  Halbierungspunkt  einer  dazu  parallelen  Sehne  gerad- 
linig mit  dem  Mittelpunkte  verbindet.  Ebenso  folgt,  daß,  wenn 
man  durch  den  Mittelpunkt  zwei  Gerade  so  legt,  daß  von  jeder 
eine  zu  der  andern  parallele  Sehne  halbiert  wird,  diese  Geraden 
konjugierte  Durchmesser  sein  müssen.  Man  en-eicht  dies  z.  B.,  wie 
leicht  creometrisch  nachgewiesen  werden  kann,  wenn  man  durch  den 
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Mittelpunkt  Parallelen  zu  zwei  Sehnen  zieht,  welche  die  Enden 
eines  Durchmessers  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Ellipse  ver- 
binden. Sehnen  dieser  Art  werden  Supplementarsehnen  ge- 
nannt; mau  erhält  also  den  Satz:  Durchmesser  der  Ellipse, 
die  mit  zwei  Supplementarsehnen  parallel  laufen,  sind 
konjugiert. 

Die  beiden  Achsen  der  Ellipse  sind  als  ein  spezieller  Fall  der 
konjugierten  Durchmesser  zu  betrachten,  und  zwar  als  der  einzige, 
wo  diese  Linien  senkrecht  aufeinander  stehen.  Für  jeden  andern 
Fall  gilt  nämlich,  wenn  mit  a  und  ß  die  in  der  Drehrichtung  der 
Polarwinkel  gemessenen  Winkel  bezeichnet  werden,  w^elche  die  Rich- 
tung der  beiden  Durchmesser  gegen  die  Achse  der  positiven  x  be- 
zeichnet, nach  4)  die  Gleichung: 

b- 


b)  tan«  •  tan/3  = 


a- 


Bei  rechtwinkliger  Lage  müßte  das  darin  enthaltene  Produkt  zu 
—  1  werden,  was  bei  Ausschließung  des  vorerwähnten  speziellen 
Falles,  in  welchem  das  Produkt  der  beiden  Winkeltangenten  die 
unbestimmte  Form  0  •  oc  annimmt,  allgemein  nur  möglich  ist,  wenn 
&  =  a,  d.  h.  wenn  die  Ellipse  in  einen  Kreis  übergeht.  —  Die  Be- 
merkung, (laß  die  beiden  Achsen  den  einzigen  Fall  darstellen,  in 
welchem  konjugierte  Dui'chmesser  einen  rechten  Winkel  einschließen, 
gewährt  ein  einfaches  Mittel,  in  einer  Ellipse  mit  gegebenem  Mittel- 
punkte die  Lage  der  Achsen  zu  bestimmen.  Beschreibt  man  näm- 
lich über  einem  Durchmesser  einen  die  Ellipse  schneidenden  Halb- 
ki-eis  und  verbindet  den  Durehschnittspunkt  geradlinig  mit  den 
Enden  des  Durchmessers,  so  erhält  man  zwei  aufeinander  senk- 
rechte Supplementarsehnen;  die  hierzu  parallelen  Durchmesser  sind 
also  die  beiden  Achsen. 

Das  in  Nr.  5)  rechter  Hand  befindliche  Vorzeichen  weist  darauf 
hin,  daß  von  den  Winkeln  a  und  ß  der  eine  immer  spitz,  der 
andei'e  stumpf  sein  muß,  daß  also  jeder  der  beiden  Dui-chmesser 
von  den  vier  Quadranten  der  Ellipse  zwei  gegenüberliegende  diu'ch- 
schneidet.  Verstehen  wir  nun  unter  a  den  spitzen  dieser  beiden 
Winkel,  so  ist  ß  —  a  der  von  der  kleinen  Achse  durchschnittene 
Winkel,  welcher  die  beiden  Durchmesser  zu  Schenkeln  hat;  in  die 
Nebenwinkel  des  letzteren  fällt  die  große  Achse.  Bezeielmen  \vii- 
dieses  Supplement  von  ß  —  a  mit  co,  so  ist 
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,  .  tan  a  —  tan  |? 

tan«  =  tau(«  -  /3)  =  ^  ^  ^ana  •  tan/i' 

und    es    folgt   hieraus,    wenn    mit    Hilfe    von  Nr.  ö)   der  Winkel  /3 

eliminiert  wird, 

a'tana  -)-  fc'cota 


6)  tanw  = 


a«  — &- 


Da  dieser  Wei-t  immer  positiv  ist,  so  zeigt  sich,  daß  von  den 
beiden  durch  die  konjugierten  Durehmesser  begrenzten  Neben- 
winkeln der  stumpfe  von  der  kleinen  und  der  spitze  von  der  großen 
Achse  dui-chschnitten  wird.  Der  letztere  (in  unserer  Bezeichnung  coj 
führt  den  Namen:  Konjugationswinkel.  Für  die  Größe  des- 
selben  gut    die    Formel  6),    woraus    nach    goniometrischen    Sätzen 

das  Resultat 

.    9  (a-tana -j- ^'cota)' 

(a-  —  h-)-  -{-  (a-  tan  a.-\-h-  cot  «)* ' 

oder  nach  einfacher  Umformung 

(a-sin^a  -|-  fe^cos*«)* 


7)  sin-w  = 


a*sin-K  -|~  ft*cos*o; 


abgeleitet  wird.  Die  letztere  Formel  wird  später  dazu  dienen,  die 
Größe  des  Konjugationswinkels  von  den  Längen  der  Durchmesser 
abhängig  zu  machen. 

Die  konjugierten  Durchmesser  lassen  sich  noch  in  eine  ein- 
fache Beziehung  zu  den  Tangenten  der  Ellipse  bringen,  wenn  man 
auf  Nr.  3  zurückgeht.     Reduziert  man  nämlich  auf  J/,  so  entsteht: 

wobei  X  und  y  als  Koordinaten  des  Sehnenmittelpunktes  einen 
Punkt  des  der  Sehne  konjugierten  Durchmessers  anzeigen.  Da 
der  Durchmesser  mit  dem  Punkte  xy  durch  den  Koordinaten- 
anfang geht,  so  gilt,  wenn  wir  mit  x^  und  y^  die  Koordinaten 
eines  der  beiden  Punkte  bezeichnen,  worin  er  die  Ellipse   schneidet, 

die  Propoilion: 

x:x^  =  y:y^, 

durch  deren  Anwendung  Nr.  8  in  die  Formel  9)  des  vorhergehen- 
den Paragraphen  übergeführt  werden  kann.  Da  durch  diese  Formel 
die  Richtung  der  Tangeute  im  Punkte  x^y^  bestimmt  wurde,  so 
folgt  der  Satz:  Jeder  Durchmesser  der  Ellipse  läuft  parallel 
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mit  den  Tangenten  der  in  seinem  konjugierten  Durch- 
messer gelegenen  Ellipsenpunkte*).  Hiernach  ist  es  leicht, 
eine  Tangente  mittels  des  durch  ihren  Bemhrungspunkt  gehenden 
Durchmessers  zu  konstruieren,  indem  man  die  Richtung  des  hierzu 
konjugierten  Durchmessers  ermittelt. 

Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  ein  schiefwinkliges 
Koordinatensystem,  dessen  Achsen  mit  zwei  konjugierten  Durch- 
messern zusammenfallen,  so  müssen  nach  der  Eigenschaft  dieser 
Linien  jedem  Werte  der  einen  Koordinate  Doppelwerte  der  andern 
Koordinate  von  gleicher  Größe  und  entgegengesetzten  Vorzeichen 
zugehören;  die  auf  dieses  System  bezogene  Gleichung  der  Ellipse 
muß  daher  wieder  in  Beziehung  auf  x  sowohl,  als  auf  y  rein 
quadratisch  sein.  Wir  können  diese  Bemerkung  durch  Anwendung 
der  Ändei-ungsformeln  bestätigen.  Sind  a  und  /3  die  Winkel, 
welche  der  Reihe  nach  in  der  im  §  4  zu  Fig.  11  festgestellten 
Drehrichtung  die  neue  x-  und  y -Achse  mit  der  großen  Achse  der 
Ellipse  bilden,  so  ist  beim  Übergange  zum  neuen  Systeme  nach 
Nr.  '2)  des  angeführten  Paragraphen  der  Koordinaten winkel  qj  =  90°, 
und   daher 

X  cos  ci  -\-  y  cos  |3  für  .<• 

X  sin  u  -{-  y  sin  /3     „     </ 

zu  setzen.     Man  erhält  dann  als  Gleichung  der  Ellipse: 
/ajcoso; -|-i/cos|3\2       fx^ina -\-ys,mßV- 

und  hieraus  nach  einfachen  Umformungen: 

«-sin^a -l- ö-cos-a        ,    ,    a-sin-ß  +  &*cos*  ß       , 
~ •  a;-  +  , , ,     — -  •  y- 

,    ^     «-  sin  a  sin  ß  4-b'  cos  a  cos  ß  .  , 

Aus  Nr.  5)  ergibt  sich,  daß  für  konjugierte  Durchmes.ser  als 
Kooi-dinatenachsen  der  Zähler  des  letzten  Bruches  zu  Null  wird. 
Gebraucht  man   daher  noch  die   Abkürzungen: 

*)  Veranschaulicht  wird  dieser  Satz  durch  parallele  Verschiebung 
der  Sehne,  wobei,  wenn  schießlich  beide  Endpunkte  zusammenfallen, 
die  Gerade,  von  welcher  die  Sehne  eine  begrenzte  Strecke  darstellte, 
in  eine  Tangente  überseht. 


9) 
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1  a* B\n- a -\- b- COS"  cc 

11         ti-  sin-  /)'  -|-  //-'  cos*  (i 


so   l)leibt    die    auf   zwei    konjugierte   Durchmesser   bezogene 
Ellipsengleichuug: 


1«)  (^r+  iiy-  '• 


Die  Vergleifhung  der  Formeln  9)  mit  der  im  §  20  Nr.  3)  auf- 
gestellten Polargleichung  der  Ellipse  zeigt,  daß  hierin  a^  und  &j  die 
in  den  Koordinatenachsen  gelegenen  Halbmesser  darstellen.  Bestätigt 
wird  diese  Bemerkung,  wenn  wir  in  Nr.  10)  eine  der  beiden 
Koordinaten  zu  Null  werden  lassen. 

Aus  der  Übereinstimmung  der  Form  von  Nr.  lOj  mit  der  auf 
die  l)eiden  Achsen  der  Ellipse  bezüglichen  Gleichung  dieser  Kurve 
folgt,  daß  alle  aus  dieser  Form  entnommenen  Schlußfolgerungen, 
soweit  sie  von  der  rechtwinkligen  Lage  des  Koordinatensystems 
unabhängig  bleiben,  auch  dann  noch  Anwendung  finden,  wenn  bei 
schiefwinkligem  Koordinatensystem  die  Achsen  die  Rolle  konjugierter 
Durchmesser  spielen.  Was  z.  B.  die  im  §  20  gegebenen  Kon- 
struktionen der  Ellipse  betrifft,  so  kann  die  in  Fig.  41  dargestellte 
unverändert  beibehalten  werden,  wenn  man  das  mit  den  Halbachsen 
gebildete  Rechteck  gegen  ein  über  zwei  konjugierten  Halbmessern 
beschriebenes  Parallelogramm  austauscht.  Auch  alle  übrigen  Kon- 
struktionen lassen  sich  auf  die  konjugierten  Durchmesser  übertragen, 
wenn  man  anfangs  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a^  und  fe^ 
bildet  und  dann  die  den  einzelnen  Abscissen  zugehörigen  Ordinaten 
durch  Drehung  um  die  mit  der  ,r -Achse  gebildeten  Durchschnitts- 
punkte in  die  nötige  schiefe  Lage  überführt.  Ebenso  behalten 
die  auf  die  Tangentengleichung  bezüglichen  Entwickelungeu,  insofern 
man  von  der  goniometrischen  Deutung  der  Richtungskonstante  ab- 
sieht, ikre  volle  Geltung.     Die  Gleichung 

11)  ^  +  f^!=l 

stellt  wieder  die  Gleichung  der  Tangente  im  Bei'ührungspunkte 
x^y^  dar,  oder  gehört  der  Berühruugssehne  an,  wenn  der  Punkt 
x-^i/i   außerhalb  der  Ellipse  gelegen  ist. 
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Formeln  von  bemerkensweiler  Einfachheit  ergeben  sich,  wenn 
man  die  exzentrischen  Anomalien  (§  20)  <p  und  i|^  der  End- 
punkte zweier  konjugierter  Durchmesser  beachtet.  Sind  x^  und  y^  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  des  Endpunktes  des  ersten  Ellipsen- 
durchmessers, X.2  und  2/2  die  des  andern,  bezogen  auf  die  Achsen,  so  ist 
Xi  =  a  cos  93,  //j  =  6sinqp, 
x^  =  acosrp,  y^  =  ftsini/;. 
Hieraus  und  aus  der  Gleichung  5)  folgt 

tan  (p  •  tan  1^  =  —  1 , 
und  dies  ergibt 

12)  1/;  =  g,  +  90°. 

Man  hat  daher  den  Satz:  Die  exzentrischen  Anomalien  der 
Endpunkte  zweier  konjugierter  Durchmesser  unterschei- 
den sich  um  einen  rechten  Winkel.  Die  Koordinaten  x.^  und 
y^  kann  man  hiernach  durch  cp  ausdriicken  und  erhält 

1^1=       rtcosgj,  y^  =  hs\ncp, 

-^  I  1. 

yx^  =  —  a  sin  g) ,  y.^  =  0  cos  cp. 

Füi'  die  Strecken  <i^   und  h^   ergibt  sich 

a{-  =  x^-  -\-  y^-  =  a"cos'qp-f  b-sm'cp, 


14) 

/  It9  9i  9  9.9  11,9  9 

Oj-  =  X2    +  ^2    ^  rt"sm"qp  -[-  b-'cos'^q). 

Aus   13)  folgen  die  Gleichungen 

y  h 

tana  ^       ==       •  tanop, 

b  sin  qp  a  cos  qp 

sin  a  = ,        cos «  ^  , 

a,      '  ^1 

9.0  179  o  WO' 

a  sm-a  -f-  6'cos"or  =  — 5  , 

1-9  174^  9  Cl     0'     /       it      .       .y  179  0         \  9  ,  9  ''1   ' 

a*sin-fi:  -f-  0  COS"«  =       ,   (a  sin-op  +  b'cos-w)  =  a'b-  ■ 

Daher  erhält  man   aus   7)    für   den   Sinus    des  Konjugatiouswiukels 

.   9  a-6* 

sin"  CO  =  — r,  ,  • 

Hieraus  folgt 

15)  (/j  ^  sin«  =  ab. 

Dies    gibt    unter    andorm    die    geometrische    Deutung:    In    eiurr 
Ellipse    sind    alle    Parallelogramme,    welche    entstehen, 
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wenu     man     die    Endpunkte     irgend     zweier    konjugierter 
Durchmesser  geradlinig  verbindet,  flächengleich. 
Durch   Addition   der  Gleichungen    11)  folgt  ferner 
IG)  a,- +  h^^  =  a^  +  h\ 

d.  h.  in  einer  Ellipse  ist  die  Summe  der  Quadrate  irgend 
zweier  konjugierter  Halbmesser  konstant. 

Die  Unveränderlichkeit  der  Summe  a^  -\-  h^^  zeigt,  daß  das 
Produkt  ^/i"?>i^  also  auch  a^h^^  möglichst  groß  und  damit  nach 
Nr.  15)  der  Sinus  des  Konjugationswinkels  möglichst  klein  werden 
muß,  wenn  die  beiden  konjugierten  Durchmesser  gleich  lang  sind. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Ausdrücke  9)  findet  sich  leicht,  daß  dies 
nur  vorkommen  kann,  wenn  (5  =  180**  —  a,  d.  h.  wenn  die  große 
Achse  den  Konjugationswinkel  halbiert.     Aus 


tan  ß  =  ^  tan  «    und    tang  u  ■  tan  ß 


a- 


folgt  dann,  wenn  wir  immer  noch  unter  a  den  spitzen  Winkel 
verstehen, 

1 7)  tan  a  = 

a 

Die  Diagonalen  eines  Rechteckes,  dessen  Seiten  die  Tangenten  der 
Achsenscheitel  bilden,  enthalten  hiernach  die  gleichen  kon- 
jugierten Durchmesser  und  schließen  den  kleinsten  in  der 
Ellipse  möglichen  Konjugationswinkel  ein.  Bezeichnen  wir  mit  A- 
einen  der  gleichen  Halbmesser,  so  ergibt  sich  aus   16): 

18)  i-'-'^'. 

und  für  den  zugehörigen  kleinsten  Konjugationswinkel 
folgt 

19)  sm  CO  =  ^^y-pp , 

ein  Wert,  der  leicht  mittels  der  Fomi  17)  durch  Berechnung 
von  sin2o:  bestätigt  werden  kann.  —  Die  auf  die  gleichen  Durch- 
messer als  Koordinatenachsen  bezogene  ElHpsengleichung  lautet 
nach  10): 

20)  .^2  -f  2/'  =  A•^ 

ist  also  mit  der  auf  zwei  im  Mittelpunkte  sich  rechtwinklig  schnei- 
dende  Koordinatenachsen   bezogenen  KJreisgleichung   identisch,   nvu' 
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daß    sie    bei    der   Ellipse   für   ein    einziges  Koordinatensystem,   und 
zwar  für  ein  schiefwinkliges,  Geltung  findet. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  15)  und  16 j  können  irgend  zwei 
der  darin  enthaltenen  fünf  Größen  berechnet  werden,  wenn  die 
di-ei  andern  gegeben  sind;  man  kann  daher  z.  B.  aus  zwei  nach 
Lage  und  Größe  bestimmten  konjugierten  Durchmessern  die  Achsen 
finden.  Am  leichtesten  gelangt  man  hierbei  zum  Ziele,  wenn  man 
Summe  und  Differenz  der  beiden  Halbachsen  als  Unbekannte  be- 
trachtet. Aus  der  Verbindung  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 
entstehen  nämlich  die  Foi'meln: 


oder: 

21) 


(a  -f  b)-  =  a^  +  h^-  +  2a^Zy^sinw, 
(«  —  t)^  =  «1^  +  h^'  —  -a-J}.^  sino), 

^{a  +  hY  =  ü^-  +  h^-  -  2oi&icos(90"  ^  (n). 
\{a  —  h)'  =  a^'  4-  ^-  -  2ai&iCOS(9f/  -  o). 


Diese  Ausdrücke  lassen  eine  einfache  geometrische  Konstmktiou 
zu,  da  die  rechter  Hand  stehenden  Werte  mit  Hilfe  zweier  Dreiecke 
dargestellt  werden  können,  für  deren  jedes  zwei  Seiten  mit  dem  ein- 
geschlossenen Winkel  gegeben  sind.  Stellen  nämlich  CA  ^  Ä  C  ^  a^ 
und    CB  =  B'C=h^    in    Fig.   44    die    konjugierten    Dui-chmesser 

dar,  welche  den  Konjugations- 
winkel A  CB'  =  (o  einschließen, 
so  errichte  man  CD  =  CB 
senkrecht  auf  BB':  dann  ist 
AB  =  a  —  h  und  ÄD  =  a-\'h. 
Zieht  man  nun  CK  AD^  so  wird 


Fig.  4  t. 
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CE  =  ''^.\ 


EB  = 


a  +  b 


folglich,   wenn  man  <tE=CE 
nimmt,  GD  ^  a.  A'  G-  =  b. 
Werden    die    Koordinaten 
von   J)  in   Bezug  auf  die   Hauptachsen  mit  x^if.^   bezeichnet,  so  ist, 
weil  CD  normal  auf  BC  und  gleich   BC  ist   (^Nr.  13): 

b  cos  (p , 


22) 


1.'/..= 


.»o  =  a  sin  (f. 

Für   den  IMittelpuiikt  //   der  Strecke  AD   ergeben   sich    daher   die 
Koordinaten  und  der  Abstand  vom  Zentrum 
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OS^  )  ^  ^  2  (''  +  ^)  '■"•^  'P '        ■'/  =  2  ("  +  ''^  «^"  9'' 

1  c'^/  =  1/r  -f  v'  =  2  ("  +  *)• 

Die  eiiifaflieu  Werte  für  a\^  ?/^,  ^g,  //^  veranlassen,  die  Aus- 
drücke zu  bilden,  durch  welche  die  Strecken  Ca  und  Cß  bestimmt 
sind,  die  die  Gerade  AI)  von  den  Achsen  abschneidet.  Nach  den 
im   v>   ')   Nr.  ll)   enthaltenen   Formeln  ist 

Setzt  man  hier  die  in  Nr.  18)  und  22)  gegebenen  Werte  ein,  so 
erhält   man 

Ca  =  (a  +  b)  cos  cp,        •  Cß  =  (a  -r  ftjsinqp. 

Vergleicht  man  dies  mit  Nr.  23),  so  erkennt  man,  daß 
ciH=Hß  =  CH. 

Die  Hauptachsen  gehen  daher  durch  die  Punkte,   in  welchen 
der    um    If    beschriebene,    C    enthaltende    Kreis    die    Gerade    AD 

schneidet. 


S  •? 


3.     Die   Krümmungskreise  der  Ellipse. 


Bei  Untersuchung  der  möglichen  gegenseitigen  Lagen  der 
Ellipse  und  eines  Kreises,  deren  Gleichungen  beiderseits  dem  zweiten 
Grade  angehören,  ergibt  sich  in  gleicher  Weise,  wie  bei  der  ent- 
sprechenden auf  Parabel  und  Kreis  bezüglichen  Betrachtung  (§  18), 
eine  Gleichung  vierten  Grades,  aus  deren  Wm-zeln  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  beider  Linien  zu  entnehmen  sind.  Beschränkt 
man  sich  hierbei  wieder  auf  den  besonders  wichtigen  Fall,  wo 
drei  dieser  Punkte  zusammenfallen,  also  die  Gleichung  drei  gleiche 
W^urzeln  enthält  und  der  Kreis  nach  den  im  §  18  aufgestellten 
Begriffen  die  Bedeutung  des  Krümmungskreises  enthält,  so  ge- 
langt man  jedoch  einfacher  als  dui'ch  Diskussion  der  Gleichung 
vierten  Grades  zur  Bestimmung  des  zugehörigen  Krümmungs- 
mittelpunktes, Avenu  man  auf  Grund  der  an  der  angegebenen 
Stelle  gewonnenen  Begriffe  diesen  Punkt  als  den  Grenzort  auffaßt, 
in  welche  der  Durchschnittspunkt  der  Normalen  zweier  Ellipsen- 
punkte übergeht,  wenn  die  letzteren  in  einen  einzigen  zusammen- 
sch\Arinden.  Von  dieser  Auffassung  aus  ergibt  sich  der  folgende 
Rechnungsgang. 

Fort  u.  Sclilümilcli,  aual.  Geom.  I.  7.  Aufl.  lU 
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Nehmen  wir  die  beiden  Achsen  der  Ellipse  in  der  früheren 
Weise  als  Koordinatenachsen  an,  so  lautet  nach  §  21  Nr.  13)  die 
Gleichung  der  Normale  im   Ellipsenpunkte  x^y^: 

1/  -  !/i  =  i^J^  (^  —  ^i)- 
Durch  einfache  Umgestaltung  kommt  dieselbe  auf  die  Form: 

1)  (t'i/iX  —  h'J-\i/  =  («'  —  6^)xj//i. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  für  eine  zweite  Normale  im  Punkte 
iCo^o   ^^^  Gleichung: 

2)  tt'y^^  —  b'^iV  =  (O''  —  ^^)^-2y-z-) 

aus  deren  Verbindung  mit  Nr.  l)  die  Koordinaten  des  Durch- 
schnittes beider  Linien  zu  berechnen  sind.  Man  erhält  durch 
Entfernung  von   ij: 

a-  —  h'  y^  —  y^ 

a-         x^y^  —  aj^i/,       i   -' 

oder,  wenn  wir  die  numerische  Exzentrizität  e  und  die  Abkürzung 

__  ^s  y^     ^i  3/2 

Vi  —  Vi 
einführen : 

X  =  s-  ■    *— -  • 
in 

Nach  §  ö  Nr.  ll)  stellt  hierbei  m  die  Abscisse  desjenigen  Punktes 

der  X' -Achse  dar,  in  welchem  sie  von  der  Verbindungsgeraden  der 

Punkte  x-^y.^   und  a'g^g  geschnitten  wird.     Läßt  man  nun,  um  zum 

Krümmungsmittelpunkte   zu   gelangen,    die   Punkte   x^y^    und   x^yo 

ia  einen  übergehen,  so  wird  die  Verbindungsgerado  zur  Tangente 

im  Punkte  x^y^^  folglich  nach  §  21   Nr.  12) 

a- 
»i  =       • 

X, 

Hieraus  entsteht  für  die  Abscisse  des  zu  x^y^  zugehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunktes der  Wert: 

o)  X  =  — j  -  • 

Dieser  Ausdruck  kann  leicht  konstruiert  und  damit  der  iu  der 
Nonnale  gelegene  Krümmungsmittelpunkt  gefunden  werden.  Nach 
§  21  Nr.  15)  ist  nämlich  e^x^  die  Abscisse  des  Durchschuittspunktes 
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vou  Nonnale   iiml  ./ -Aclise,  die   wir   wie  an  der  angegebenen  Stelle 
mit  I   bezeiehnfn.      Daher  folgt: 


^C;)^. 


wobei  sieh  iler  in  der  Klannner  enthaltene  Quotient  mittels  des 
über  der  groben  Achse  beschriebenen  Kreises  darstellen  läßt.  Ist 
/'  in  Fig.  45  derjenige  Punkt  dieses  Kreises,  der  mit  P^  die 
Abscisse   CM  =  x,   gemein  hat,   so  ist,  wenn  ,..     ., 

wir  i  MCP  =  a  setzen,  sodaß  a  die  ex- 
zentrische Anomalie  des  Punktes  P^  dar- 
stellt: 

.f, 

=  cos«. 
a 


Wird  nun  die  Normale  P^X  des  Punktos   I\ 
gezogen,   so  ist  C 

■X  =  CK  •  cos^ «, 

folglich,  wenn  XK  senkrecht  auf  C'i',  und  KO  senkrecht  auf  CM 
errichtet  wird,  GL  =  x  und  0  der  gesuchte  Krümmungsmittel- 
punkt. 

Setzen   wir  den  Wert   vou  x  in  die  Gleichung  l)  der  Normale, 
so  erlangen  wir  für  die  Ordinate  von   0  das  Resultat: 

^  b-  ' 

oder,  wenn  wir  mittels  der  Ellipsengleichung  x-^  durch  y^  aus- 
drücken: 


^) 


// 


Die  Einsetzung  von  x  und  //  in  die  Gleichung 
0-  =  {x  -  x^y  +  (y  —  y^y 
(vgl.  §  18   Nr.  11)   läßt  den   Krümmungshalbmesser    q   berechnen. 
Man  erhält,  wenn  man  beide  Koordinaten   durch  x^   ausdrückt  und 
soweit  als  möglich  reduziert: 

o)  Q    — 

Nach  .§21   Nr.  17)  ist  hierin 


crb- 


cr  —  c-'x-,^  ^ 


wenn   u  die   Länge   der  Normale  bezeichnet,  folglich 


10* 
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und 

6) 


&8 


Q  = 


übereinstimmend  mit  dem  in  §  18  Nr.  l'S)  gefundenen  Werte  des 
Krümmungshalbmessers  der  Parabel.     Beachten  wir,  daß  nach  §  21 

Nr.  1 0)   der  Ausdruck         wio  in   der  Parabel   die   Sekante  des  von 
P 

Normale  und  Bi'ennstrahl  eingeschlossenen  Winkels  bedeutet,  so 
gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  daß  die  in  Fig.  34  enthaltene 
Konstruktion  des  Krümmungshalbmessers  auch  für  die  Ellipse  un- 
geänderte  Anwendung  rindet. 


Pig.  46. 


§  24.     Die  Quadratur  der  Ellipse. 

Auf  die  in  §  20  Nr.  7)  gefundene  Proportionalität,  welche 
zwischen  den  Halbachsen  einer  Ellipse  und  den  zu  gleicher  Abscisse 
gehörenden  Ordinaten  der  Ellipse  und  des 
über  der  großen  Achse  lieschriebenen  Kreises 
stattfindet,  läßt  sich  eine  Vergleichung  der 
Ellii)senfläche  mit  der  Fläche  dieses  Kreises 
gründen.  Wir  teilen  zu  diesem  Zwecke  die 
Abscisse  CM=x  (Fig.  46)  in  n  gleiche  Teile, 
ziehen  durch  alle  Teilpunkte  Ordinaten  iind 
-jL  \  konstruieren  mit  der  Anfangsordinate  eines 
jeden  hierdui'ch   gebildeten  Streifens  und  der 

ein  Rechteck:    dann   ist   die    Summe    dieser    Rechtecke, 


Strecke 


welche  Ä  heißen  möge,  größer  als  die  elliptische  Fläche  CBPM  =  F. 
Bezeichnen  wir  CB  mit  v/^ ,  und  mit  y/j ,  ?/., ,  7/3  .  .  .  y^^  =  MF  der 
Reihe  nach  die  darauf  folgenden   Ordinaten,  so  ist 


^  =  ^  O/o  +  //i  +  2/2  H \- y,.-i)' 


oder,  wenn  C B'  =-  1 


(0 '  '11  >  'h 


>in 


=  MF'  die  mit 


.'/n,  .'/1.  >h 


y„  zu  gleichen  Abscissen  gehörenden  Ordinaten  des  umgeschiiebeneu 
Kreises  ausdrücken: 

h      X 
<S'  =   a       n 


1) 


('^  +  'h  +  %  H \r  n„_.^^. 
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Setzen   wir  ferner 

-)  '^"  =  ^  O/o  +   Vi   +   V->   + \-   Vn-l)^ 

SO  bedeutet,  wenn  die  vorhergehende  Konstruktion  auf  den  über 
der  großen  Achse  bescliriebenen  Kreis  übertragen  wird,  .S'  die 
Summe  der  dort  in  gleicher  Weise  wie  in  der  Ellipse  gebildeten 
Rechteckfiächen,  und  stellt  eine  obere  Grenze  für  die  teilweis  vom 
Kreise  begrenzte  Fläche  CB'P'M=F'  dar.  Aus  der  Verbindung 
von   l)   und  2)   folgt: 

.s-=  ".*■', 

a  ' 

oder  in  Proportionsform: 

3)  S  :  S'  =  b  :  a. 

Dasselbe  Verhältnis  muß  aber  avw;*h  zwischen  den  Flächen  F  und  F' 
stattfinden,  weil  mit  fortwährender  Vergrößerung  der  Zahl  der  auf 
der  Abscisse  gebildeten  Teile  schließlich  S  mit  F  ixnd  >S''  mit  F' 
zum  Zusammenfallen  gebracht  werden  kann.  Bildet  man  nämlich 
in  der  elliptischen  Fläche  mit  der  Strecke  und  den  Endordinaten 
der  einzelnen  Streifen,  worein  sie  zerlegt  wurde,  eingeschriebene 
Rechtecke,  so  folgt  für  deren  Summe,  die  s  heißen  mag,  in  ähn- 
licher Weise  wie  oben  das  Resultat: 

V  ^  =  ^  •  „  V'h  +  V2  +  ''/s  +  •  •  •  +  Vj- 

Die  Vergleichung  von   l)  und  4)   gibt: 

S  ~  s  =   -  •  ^^^''~'^"^ 
a  11         ' 

und  dieser  Wert  kann  kleiner  als  jede  beliebige  Zahl  gemacht 
werden,  wenn  man  nur  n  hini-eicliend  gi'oß  annimmt.  Bei  un- 
endlichem Anwachsen  der  Zahl  n  fallen  also  S  und  s,  folglich  nach. 

der  Ungleichung- 

S  >F>s 

um  so  mehr  ^S'  imd  F  zusammen.  In  gleicher  Weise  kann  unter 
gleichen  Umständen  das  Zusammenfallen  von  S'  und  F'  bewiesen 
werden,  und  es  folgt  dann  aus  Nr.  3): 

5)  F:F'  =  b:a, 

d.  h.:  Die  über  irgend  einer  Abscisse  stehende  Ellipsen- 
fläche  verhält   sich   zu   der   über    derselben  Abscisse    be- 
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findlichen  Fläche  des  umgescliriebenen  Kreises  wie  die 
kleine  Halbachse  zur  großen. 

Läßt    man    den    Punkt    M    nach    A    rücken,    so    ergibt    sich, 
wenn  wir  die  Fläche  der  ganzen  Ellipse  mit  E  bezeichnen, 

6)  --E  =  ~  ■    .   a^  =  —  ah, 

folglich 

E  =  -xah. 

Nach  §  22  Nr.  lö)  entsteht  hieraus,  wenn  «j.  h^  und  oj  zwei 
konjugierte  Halbmesser   nebst   ihrem  Konjugationswinkel   bedeuten, 

7)  jEJ  =  Tta^h^  sinoj. 

Mittels  dieser  Foi-mel  kann  die  Ellipsenfläche  aus  ii-gend  zwei  nach 
Lage  und  Größe  gegebenen  konjugierten  Durchmessern  1>erechuet 
werden. 
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i^  25.    Die  Gleichung  C^)'  —  (y)=  1- 
Die  in  der  Überschrift  enthaltene   Gleichung 

welche   durch   Multiplikation  mit  —  a'-lr  in 

2)  a  y-  —  Irx-  =  —  a-lr 

umgeformt  werden  kann,  geh(")rt  nach  i^  14  Nr.  12)  einer  Hyi^erbel 
an,  deren  Hauptachse  2  a  mit  der  a^-Achse  und  deren  Nehenachse 
2h  mit  der  ?/- Achse  zusammenfällt.  So  wesentlich  sich  nun  auch 
diese  Kurve  in  ihrer  Gestalt  von  der  im  vorigen  Kapitel  unter- 
suchten Ellipse  unterscheidet,  so  stehen  doch  beide  Linien  rück- 
sichtlich der  analytischen  Entwickelung  ihi'er  Eigenschaften  in  der 
innigsten  Beziehung.  Da  nämlich  die  Gleichung  l)  durch  bloße 
Vertauschung  von  Ir  mit  —  Ir  aus  der  Gleiehung  hervorgeht, 
welche  wir  der  Untersuchung  der  Ellipse  zu  Grunde  gelegt  haben, 
so  befinden  wir  uns  in  der  günstigen  Lage,  den  größten  Teil  der 
für  letztere  Kurve  angestellten  Rechnungen  mit  Anbringung  eines 
einfachen  Zeichenwechsels  auf  die  Hyperbel  übertragen  zu  können. 
Neu  treten  allein  die  auf  die  Asymptoten  bezüglichen  Betrach- 
tungen auf. 

Um  den  im  §  20  bei  der  Ellipse  benutzten  Gang  der  Unter- 
suchung festzuhalten,  wollen  wir  zunächst  die  x  und  y  der  Glei- 
chung 2)  in  Polarkoordinaten  umändern .  deren  Achse  mit  der 
Achse  der  positiven  x  identisch  ist.  Daraus  entsteht  die  Polar- 
gleichung: 

3)  r-  =  -T^^ — 5 a  •  -      • 

^  0"Cos-(p  —  rt^sm-qp 
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Wird    hierin  mittels  der  aus  §  14  Nr.  15)    folgenden  Fomiel 

62  =  c^  _   «2 

die  lineare  Exzentricität  c  eingeführt,  so  ergibt  sich: 

4)  r-=  -, 

Die  Gleichung  3)  zeigt,  daß  reelle  r  von  endlicher  Größe  nur  so- 
lange möglich  sind,  als  die  Differenz 

6-cos-qp  =  «'sin-qp 

einen    positiven    Wert    gibt.      Setzen    wir    nun    nach    >?  14    Nr.  14) 

h 
=  tan  ;•, 

wobei  y  den  von  einer  Asymptote  und  der  Hauptachse  gebildeton 
spitzen  Winkel  oder  die  Hälfte  des  Asymptotenwinkels  bezeichnet, 
so  folgt  nacli  einfacher  Umgestaltung,  daß  für  die  Hyperbelpunkte 
die  Ungleichung 

tan-(jp  <i  tan-^ 

gelten  muß.  Wir  werden  so  zu  der  bereits  bekannten  Eigenschaft 
zurückgefühi't,  daß  beide  Zweige  der  Hyperbel  von  den  Asymptoten 
umschlossen  werden.  Spitze  Werte  von  qp,  welche  einen  der  vier 
unter  sich  kongruenten  Quadranten  der  Hyperbel  in  sich  fassen, 
müssen  daher  zwischen  den  Grenzen  0  und  y  enthalten  sein.  Aus 
Nr.  4)  ist  dann  ersichtlich,  daß  innerhalb  dieser  Grenzen  r  gleich- 
zeitig mit  cp  wächst,  daß  also  die  beiden  Achsenscheitel  die  dem 
Mittelpunkte  am  nächsten  gelegenen  Punkte  der  Hyperbel  dar- 
stellen. Ein  über  der  Hauptachse  als  Durchmesser  beschiäebener 
Kreis,  den  wir  Hauptkreis  nennen  wollen,  wird  in  den  Scheiteln 
von  der  Hyperbel  berührt;  alle  übrigen  Hyperbelpunkte  liegen 
außerhalb  des  Hauptkreises. 

An  die  Stelle  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Ordinaten 
der  Ellipse  und  ihres  umgeschriebenen  Kreises,  oder  zwischen  ihren 
Abseissen  und  denen  des  eingeschriebenen  Kreises  stattfinden,  ti-eten 
bei  der  Hyperbel  entsprechende  Kelationen  für  ihre  Vergleichung 
mit  zwei  gleichseitigen  Hyperbeln,  deren  eine  die  Strecke  a,  die 
andere  die  Länge  h  zur  Halbachse  hat.  Diese  beiden  Kui-ven  sind 
durch  die  Gleichungen 

5)  x^  —  ir  =  n",     .'•*  —  !/'  =  ''* 
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bestimmt ;  sie  krmiuMi  aber  nicht  wie  die  beiden  Kreise  der  Ellipse 
zu  einer  beiiueinen  Konstruktion  von  Hyperbeliiunkten  vorwendet 
werden,  weil  sie  selbst  nicht  eine  wesentliili  einfachere  Darstellung 
als  alle  andern  Hyperbeln  zulassen. 

An  die  Stelle  der  goniometrischen  Gleichung 

sin^a  +  cos^cf  =  1, 
deren    Analogie     mit    der    Ellipsengleichung    zur    Auffindung    von 
Ellipsenpunkten  gebraucht  wurde,  tritt  hier  die  Gleichung: 

sec'a  —  tan^a  =  1, 

X  v/ 

wenn  wir  —  =  sec  a  und  ",    =  tan  a  setzen.      Durch.   Konstruktion 
«  0 

der  Werte  x  =  a  sec  a  und  //  =  b  tan  a  sind  daher,  wenn  «  einen 
beliebigen  Winkel  bedeutet,  die  zusammengehörigen  Koordinaten 
eines  Hyperbelpunktes  bestimmt.  Die  Austuhrung  dieser  Kon- 
struktion können  wir  um  so  mehr  übergeben,  als  wir  später  ein- 
fachere Mittel  zur  Darstellung  der  Hyperbel  kennen  lernen  werden. 
Was  ferner  die  im  §  20  Nr.  9)  und  10)  angewendete  Zer- 
legung der  beiden  Seiten  der  Ellipsengleichung  in  zwei  Faktoren 
ersten  Grades  betrifft,  so  kann  dieselbe  mittels  eines  einzigen 
Zeichenwechsels  für  die  Hyperbel  brauchbar  gemacht  werden.  Die 
Gleichungen  der  beiden  Geraden,  dui'ch  deren  Durc4ischnitt  ein 
Hypcrbelpunkt  bestimmt  wii-d,  lauten  nämlich 

wobei  wieder  die  Relation 

i>i  :  &  =  &  :  &2 
gelten    muß.     Der   Leser    wird  leicht    die    einfache  Änderung  aus- 
findig machen,  welche  hiernach  an  der  in  Fig.  41   gegebenen  Kon- 
struktion anzubringen  ist,  wenn  sie  zur  Gewinnung  von  Hyperbel- 
punkten benutzt  werden  soll. 

Geben  wir  der  Gleichung  1)  die  Form: 


(f)V, 


so  kann  davon  eine  Darstellung  der  Hyperbel  mit  Benutzung  der 
Asymptoten  abgeleitet  werden.  Mit  Einführung  des  halben  Asym- 
ptotenwinkels entsteht  nämlich: 

6)  x^  =  a-  +  //-  cot-v. 
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wonach  das  o:  eines  Hyperbelpunktes  als  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  mit  den  Katheten  a  und  y  cot  y  zu  konsti-uieren 
ist.  Auch  hier  wird  die  Ausführung  der  Konstruktion  keine  be- 
sondere Schwierigkeit  machen. 

Brennpunkte  der  Hyperbel.  Zur  Aufsuchung  von  Brenn- 
punkten der  Hyi^erbel  können  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse 
wiederholt  werden,  welche  hei  der  gleichen  auf  die  Ellipse  bezüg- 
lichen Untersuchung  zum  Ziele  führten :  nur  ist  in  den  Endresultaten 
\)^  mit  —  6"  zu  vertauschen.     Aus  der  Gleichung 

ix  -  lY  +  iv  -  vY  =  («•^-  +  ßii  +  yf. 

in  welcher  x  und  y  einen  beliebigen  Punkt  einer  Linie  zweiten 
Grades,  sowie  't,  und  t]  einen  Brennpunkt  dieser  Linie  bezeichnen, 
folgern  wir  zunächst  wie  bei  der  ElKpse,  daß  Brennpunkte  nur 
in  einer  der  Achsen  gelegen  sein  können.  Für  Brennpunkte  in 
der   r-Achse  gelten  dann  die  Gleichungen: 

^  =  0,     §  +  ß'/  =  0,     7/  =  0, 

woraus  durch  Zusammenstellung  mit  der  Gleichung  der  Hyperbel 
die  Resultate 

7)  y  =  a,     5"  =  a^  ^  h-  =  r- 

hervorgeben.  Dies  gibt 

l  =  ±^-: 

d.  i.  die  beiden  bekannten  Brennpunkte  der  Hyperbel.  Für  die 
Konstante  a  folgt  noch   aus    't,  -\-  ay  =  ^•. 

wobei  £  wie  früher  die  nmnerische  Exzentrizität  bezeichnet.  — 
]irennpunkte  in  der  Ordinatenachse  führen  zu  imaginären  Werten: 
die  Hyperbel  enthält  also  keine  weiteren  Brennpunkte,  als  die 
beiden  auf  der  Verlängerung  der  Hauptachse  gelegenen. 

Stellt  z^  den  Brennstrahl  eines  Hyperbelpunktes  xy  für  den 
auf  der  Seite  der  positiven  x  gelegenen  Brennpunkt  und  z^  den 
andern  Brennstrahl  desselben  Hyperbelpunktes  dar,  so  ergibt  sich 
aus  den  berechneten  Werten  in  lJl)ereinstimmimg  mit  den  für  die 
Ellipse  gefundenen  Resultaten: 

z^-  =  {a  —  ix)-.     -g"  =  {a  -\-  ix)-. 
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lieailitot   man.   daß   diese  beiden  Werte  auch   in   der   Form 

gescbrieben  werden  können,  so  läßt  .siHi  rücksichtlich  der  in  den 
hieraus   bervcn-gehenden  Formeln 

8)  -^i  =  ±  ("•  —  ''K     ^2  =  ±  (*^  +  «) 

zur  Geltung  zu  bringenden  ^'orzeichon  mittels  dei  für  die  Scheitel 
der  Hauptachse  geltenden  Substitution  ,r  =  +  ^',  unter  Berück- 
sichtigung dos  stetigen  Verlaufes  der  Kurve  innerhalb  eines  jeden 
der  beiden  Hjperbelzweige  leicht  die  Kegel  ableiten,  daß  für  posi- 
tive X  das  obere,  für  negative  dagegen  das  untere  Zeichen  zu  ver- 
wenden ist.  Dieselbe  Regel  gilt  für  das  Vorzeichen  in  dem  aus 
Subtraktion   der  beiden   Gleichungen   8)   entstehenden  Resultate: 

9;)  z,-  s^  =  ±2,i, 

welches  zu  dem  bereits  in  §  14  aus  Fig.  28  abgeleiteten,  zur  Kon- 
struktion von  Hyiierbelpunkten  brauchbaren  Lehrsatze  zurückführt. 

§  2G.    Die  Hyperbel  und  die  Gerade;  die  Krümmungskxeise. 

Die  auf  die  gegenseitigen  Lagen  einer  Hyperbel  und  einer 
Geraden  bezüglichen  Untersuchungen,  soweit  sie  nicht  die  neu 
auftretenden  Eigenschaften  der  Asymptoten  berühren,  sind,  wenn 
wir  Wiederholung  derselben  Rechnungen  vermeiden  wollen,  am 
einfachsten  auf  die  entsprechenden  Betrachtungen  im  §  21  und 
im  §  22  zurückzuführen.  Bezeichnen  wir  daher  wie  dort  die 
Gleichung  der  Geraden  mit 

1)  .'/  =  Mx  -f  }i, 
während 

2)  fry-  —  Irx    =  —  (i-lr 

die  Gleichung  der  Hyperbel  darstellt,  so  gilt  für  die  Abscissen 
der  etwa  vorhandenen  gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Linien  die 
Gleichung : 

3)  (a-Jf-  —  ?r )  X-  +  2a^-Mnx  +  a^  (/r  +  &-)  =  0. 

Dieselbe  ist  immer  quadratisch,  mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles, 
wenn 

oder 
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3/=+'', 
—    a 

cl.  i.  wenn  die  Gerade  mit  einer  der  beiden  Asymptoten  parallel 
läuft.  Dann  bleibt  aus  Nr.  3)  eine  Gleichung  ersten  Grades,  und 
es  folgt  hieraus  der  Satz:  Jede  Parallele  zu  einer  Asym- 
ptote schneidet  die  Hyperbel   in  einem  Punkte*). 

In  jedem  andern  Falle,  d.  h.  sobald  die  Gerade  die  Asym- 
ptoten schneidet,  behält,  wie  schon  bemerkt  wurde,  die  Gleichung  3) 
ihre  quadratische  Form;  die  Gerade  vmd  die  Hyperbel  besitzen 
also  höchstens  zwei  gemeinschaftliche  Punkte.  Aus  der  für  die 
Ellipse  geführten  Rechnung  leiten  wir  her,  daß  hierbei  die  Gerade 
Sekante  oder  Tangente  darstellt,  oder  endlich  keinen  Punkt  mit 
der  Hyperbel  gemein  hat,  je  nachdem 

^  > 

Die  Beachtung  des  ümstandes,  daß  der  außerhalb  der  Klammer 
befindliche  Faktor  einen  positiven  Wert  besitzt,  zeigt,  daß  das 
Eintreten  des  ersten,  zweiten  oder  dritten  Falles  davon  abhängig 
gemacht  werden   muß,   ob   die  Differenz 

li'  +  »2  _  a-3r- 
positiv,  gleich  Null  oder  negativ  ist.     Soll  die  Gerade  die  Hyperbel 
in  einem  Punkte  ])erühren,  so  muß  die  Gleichung 

4)  am-  =  b-  +  n- 

Geltung  finden.     Führen  wir  hierin  mittels  der  Beziehungen 

J/  =  tan  (V,  h'^  =  c^  —  a' 
den  zwischen  der  Geraden  und  der  o:"- Achse  enthaltenen  Winkel  c 
und  die  Lineare  Exzentrizität  c  ein,  so  kommen  A\'ir  auf  die  Glei- 
chung 5)  des  §  21  zurück,  die  genau  so  wie  dort  geometrisch 
gedeutet  werden  kann.  Es  folgt  das  Resultat,  daß  der  Fußpuukt 
eines  von  einem  Brennpunkte  auf  die  Tangente  gefällten  Lotes 
oder  die  Projektion  des  Brennpunktes  auf  die  Tangente  auf  der 
Peripherie  dos  Hauptkreises  gelegen  ist.  Werden  endlich  mit 
Anwenduncr    derselben    Hilfsmittel    die    beiden    noch   übrie^en    Fälle 


*)  In  gleicher  Weise  wie  bei  den  zur  Parabelachse  paralloleu  Ge- 
raden läßt  sich  auch  hier  ableiten,  daß  die  Parallelen  zu  einer  Hyperbel- 
asymptote  als  Sekanten  aufgefaßt  werden  können,  bei  welchen  ein 
Durchschnittspunkt  in  die  Unendlichkeit  fällt. 
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untersucht,  so  ergibt  sicli  als  Seitenstück  zu  dein  früher  für  die 
gegenseitigen  Lagen  einer  Geraden  und  einer  Ellipse  gefundenen 
Kennzeichen  der  folgende  Satz:  Eine  Gerade,  die  nicht  parallel 
mit  einer  Asymptote  läuft,  kann  die  Hyperbel  in  zwei 
Punkten  schneiden,  in  einem  Punkte  berühren  oder  keinen 
Punkt  mit  ihr  gemein  haben;  der  erste,  zweite  oder  dritte 
dieser  Fälle  findet  statt,  je  nachdem  die  Projektionen 
der  Brennpunkte  auf  die  Gerade  außerhalb,  auf  oder 
innerhalb  der  Peripherie  des  Hauptkreises  liegen*). 

Tangenten  der  Hyperl)el.  Zur  analytischen  Lösung  der 
auf  Tangenten  bezüglichen  Aufgaben  dient  die  obige  Gleichung  4), 
welche  zu  diesem  Zwecke  in  ganz  gleicher  Weise  wie  Nr.  A)  im 
§  21  zu  benutzen  ist.  Für  die  Gleichung  einer  Tangente 
von  gegebener  Richtung  folgt  dann  nach  Analogie  von  §  21 
Nr.  6): 

5)  p  =  Mo'  ±  Ya-M-  —  1)-. 

Die  hierin  unter  dem  Wurzelzeichen  befindliche  Differenz  läßt  er- 
kennen, daß  nicht  wie  bei  der  Ellipse  nach  jeder  Richtung  hin 
Tangenten  möglich  sind,  sondern  nur  unter  der  Bedingung,  daß 
die  Beziehung 

^~-  a- 

stattfindet.  Es  gibt  dies  die  geometrische  Deutung,  daß  der  von 
einer  Tangente  und  der  Hauptachse  gebildete  spitze  Winkel  immer 
zwischen  den  Grenzen  90°  und  y  enthalten  sein  muß,  wobei  y 
wie  früher  den  halben  Asymptotenwinkel  bezeichnet.  Berechnen 
wir  die  Koordinaten  der  Berührungspunkte,  so  zeigt  sich,  daß  die 
Asymptoten  selbst  Tangenten  für  unendlich  ferne  Punkte  der 
Hyperbel  darstellen,  d.  h.  daß  sie  als  äußerste  Grenzen  der  Tan- 
genten auftreten.  Die  Form  der  Rechnung  bleibt  hierbei  dieselbe 
wie  bei  der  Ellipse,  und  es  gelten  auch  im  übrigen  rücksichtlich 
der  Lage  der  Berührungspunkte  die  dort  gefundenen  Resultate. 

Soll  die  Aufgabe,  eine  Tangente  an  die  HyjDerbel  durch  einen 
Punkt  rrj2/i  zu  legen,  analytisch  gelöst  werden,  so  sind  zu  diesem 


*)  Die  zu  einer  Asymptote  parallelen  Geraden  haben  rücksichtlich 
des  Fußpunktes  die  geometrische  Eigenschaft  der  Sekanten ;  die  Asymp- 
toten selbst  fallen  unter  die  Tangenten. 
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Zwecke  die  zur  Herleitung  von  §  21  Nr.  7)  bis  12)  angewendeten 
Entwickelungen  zu  wiederholen,  wobei  nur  an  h'^  der  mehrfach  er- 
wähnte Zeichenwechsel  angebracht  werden  muß.  Als  Gleichung 
der    Tangente    im    Peripheriepunkte  ./^//^    findet    sich    dann: 

und    hieraus    für   die   Richtungskonstante   der   Tangente   der   Wert 

7)  M=-f\ 

während  die  auf  den  Achsen  abgeschnitteneu  Strecken  ni  und  n 
die   Größen 

8)  m  =       .     li  =  — 

erhalten.  Aus  der  Vergleichung  des  für  ni  gefundenen  Itesultates 
mit  der  Gleichung  der  Berührungssehne  im  Ki-eise  (§10  Ni".  3) 
folgt  u.  a.,  daß  die  Tangente  des  Hyperbelpunktes  :i.\y^^  und  die 
demselben  Punkte  zugehörige  Berührungssehne  des  Hauptkreises 
sich  in  der  Hauptachse  schneiden.  Zu  einer  einfacheren  Konstruktion 
der  Tangente  als  diejenige  sein  würde,  welche  auf  diese  Bemerkung 
gegründet  werden  kann,  führt  die  folgende  Betrachtung. 

a* 
Da    die    absolute  Größe  von  m  =        füi-  alle  Hyperbelpunkte 

Aj 

höchstens  gleich  a  sein  kann,  so  muß  jede  Tangente  die  Haupt- 
achse zwischen  den  Scheiteln,  also  um  so  mehr  auch  z\\-ischen  den 
Brennpunkten  schneiden,  in  ähnlicher  Weise,  wie  letzteres  bei  der 
Ellipse  mit  den  Normalen  stattfand.  Bezeichnen  wii-  nun  die  Ent- 
fernvmgen  dieses  Durchschnittspunktes  von  den  beiden  Brennpunkten 
mit  t^  vind  t.^,  wobei  t^  dem  auf  der  Seite  der  positiven  x  gelegenen 
Brennpunkte  zugehören  soll,  so  folgt: 


^  =  c  ~        =        (fXi  -  a). 


X,  X 


und    hieraus    mit    Rücksicht    auf   die    im    §  2.i  Nr.  8}  gefimdenen 
Werte   der  Brennstrahleu  z-^   und  z.,\ 


t    =  "*'         /    =  ^ 

^  X,     '        -  X, 
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Diese  beiden  Resultate  geben  die  Proportion: 

welche  der  ini  §  21  Nr.  16)  für  die  Normale  einer  EUijJse  gefundenen 
vollständig  entspricht.  Es  entsteht  daher  auch  die  entsprechende 
geometrische  Deutung:  Jede  Tangente  einer  H3'perljel  halbiert 
den  von  den  Bronnstrahlen  des  Berührungspunktes  ein- 
geschlossenen  Winkel. 

Für  einen  außerhalb  der  Hyperbel  gelegenen  Punkt  x^y^^  stellt 
Nr.  6)  die  Gleichung  der  Berährungssehne  dar. 

Normalen  der  Hyperbel.  Die  Normale  im  Hyperbelpunkte 
u\i/^  erhält  mit  Benutzung  von  Nr.  7)  oder  auch  sofort  nach  §  21 
Nr.  13)  die  C41eichung: 

10)  ^-y,  =  -'^(x-x^. 

Hiernach  ergibt  sich  für  die  Abscisse  ihres  Durchschnittspunktes 
mit  der  x-Achse  in  vollständiger  Übereinstimmung  mit  dem  bei 
der  EUipse  gefundenen  Resultate: 

11)  5  =  rx^, 

woraus  leicht  hergeleitet  wird,  daß  hier  dieser  Punkt  stets  außer- 
halb der  von  den  beiden  Brennpunkten  begrenzten  Strecke  gelegen 
sein  muß.  Mit  Ausnahme  der  hierdurch  bedingten  geringen  Ab- 
änderungen gelten  im  übrigen  fast  wörtlich  die  auf  die  Normalen 
der  Ellipse  bezüglichen  Schlüsse.  Füi-  die  Länge  der  Normale 
findet  sich: 

12)  u-  =  -j  ie-x.-  —  ff-    =     ^  z.z.^y 

und  die  Projektion  von  u  auf  einen  der  ßrennstrahlen  gibt  -wieder 
den  halben  Parameter. 

Krümmungsmittelpunkt  und  Krümmungshalbmesser 
der  Hyperbel.  Aus  der  Gleichung  der  Normale  werden  in  ganz 
gleicher  Weise  wie  im  §  23  die  Koordinaten  des  Krümmimgs- 
mittelpunktes  abgeleitet.  Man  erhält  hierbei,  da  ein  Vorzeichen- 
wechsel im  Werte  von  &^  ohne  Einfluß  auf  die  Resultate  3)  und 
■4)  dieses  Paragraphen  bleibt,  diese  beiden  Größen  ungeändei't 
wieder.  Die  Koordinaten  des  Ki-ümmungsmittelpunktes  sind  also 
Avie  bei  der  Ellipse: 
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Zum  Zwecke  der  geometrischen  Darstellung  kann  der  erste  dieser 
Werte  in   der  Form 

«•  =  I  •  sec-c 

gesckrieben  werden,  wobei  $  =  t-x^  nach  Xr.  ll)  die  Abscisse  de.s 
Durchschnittspunktes    der  Normale    und   der  a:'-Achse  bedeutet  und 

der  Winkel  a  mit  Hilfe  der  Gleichuncr  sec  «  ^  —   zu  konstruieren 

°  a 

ist.     Nach  einer  im  §  25  gemachten  Bemerkung    erhält  man  den- 

selben  Winkel  auch  mittels  der  Formel:  tan  u  =  /  •    Die  Ausfiihininff 

der  hieraus  folgenden  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes 
mag  dem  eigenen  Nachdenken  des  Lesers  überlassen  bleiben. 

Die  Ableitung  des  Krümmungshalbmessers  ist  ebenfalls  in 
Übereinstimmung  mit  dem  im  §  2o  eingeschlagenen  Verfahren. 
Man  findet  zunächst: 

und  hieraus  wieder  mittels  des  obigen  Wertes  von  n  (Länge  der 
Normale ) : 

wobei  p  wie  früher  den  Halbparameter  bedeutet,  welcher  durch 
Projektion  von  «  auf  einen  der  Brennstrahlen  des  Punktes  x^ij^ 
dargestellt  werden  kann.  Hieraus  folgt,  wie  im  §  23,  daß  die 
in  Fig.  34  aus  Nr.  13)  des  §  18  abgeleitete  Konstruktion  des 
Krümmungshalljmessers  ebenso  wie  für  die  Parabel  und  Ellipse 
auch  füi-  die  Hyperbel  angewendet  werden  kann.  Diese  Kon- 
struktion gilt  also  für  alle  Kegelschnitte  ohne  Unterschied, 


§  "27.    Fortsetzung. 
Durchmesser    der    Hyperbel.      Wenn    wii-,    um    den    geo- 
metrischen Oi't  der  Sehnenmitten  ausfindig  zu  machen,  die  Gleich- 
ung  3)    des    vorhergehenden   Paragi-aphen    mittels    Division    durch 
arM'  —  Ir  auf  die  Form 

^  rt-ilf-  — i>-      -^^aUP  —  b-         ^ 

bringen,  so  ist  dabei  vorausgesetzt,  daß  nicht 
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(,-31'  =  h- 

sein  darf.  Es  ist  leicht  zu  ersehen,  daß  sich  dieser  auszuschließende 
Fall  auf  die  Asymptoten  und  die  damit  parallelen  Geraden  bezieht, 
rücksichtlich  deren  wir  bereits  zu  der  Erkenntnis  gelangt  sind,  daß 
sie  nicht  Sehnen  der  Hyperbel  bilden  können.  In  jedem  andern 
Falle  findet  sich  wie  bei  der  Ellipse  zu  einem  Systeme  paralleler 
Selinen  mit  der  Eichtungskonstante  M  ein  geradliniger,  durch 
(h'u  ^littelpunkt  gehender  Durchmesser,  der  die  Mitten  dieser  Sehnen 
enthält.     Seine  Gleichung  lautet  analog  mit   i^  22  Xr.  3): 

2)  a'3Iif  -  h^-x  =  0. 

Wird  seine  Richtungskonstante . mit  31'  bezeichnet,  so  entsteht  die 
Beziehung: 

3)  313I'  =  K  . 

j  ff-  ■ 

aus  welcher  in  gleicher  Weise  wie  aus  Xr.  4)  §  22  hergeleitet 
wird,  daß  auch  bei  der  Hyperbel  konjugierte  Durchmesser 
auftreten,  welche  ebenso  wie  dort  mit  den  Supplementär  sehnen 
im  Zusammenhange  stehen.  Bezeichnend  für  die  Hyperbel  sind 
dabei  die  folgenden  Eigentümlichkeiten. 

Sind  c(  und  ß  die  in  der  Drehrichtung  der  Polarwiukel  ge- 
messenen Winkel  zwischen  der  Hauptachse  und  zwei  konjugiei'ten 
Durchmessern,  so   folgt  aus  Xr.  3): 

4)  tan  a  ■  tan  13=    .,  • 

I         f,. 

Dieses  Produkt  ist  stets  positiv,  beide  Winkeltangenten  haben  also 
gleiche  Vorzeichen,  wonach  beide  Durchmesser  in  denselben  Qua- 
dranten gelegen  sein  müssen.  Da  ferner  durch  die  Asymptoten 
der  Fall 

tan  a  =  tan  /i  =  H 

'         —   a 

ausgeschlossen  ist,  so  muß  der  absolute  Wert  einer  dieser  beiden 
Winkeltangenten  größer,  der  andere  kleiner  als  —  sein,  d.  h.  der 
eine  Durchmesser  liegt  zwischen  Asymptote  und  Hauptachse,  der 
andere  zwischen  As^anptote  und  Xebenachse.  Nach  der  Polar- 
gleiehung  3)  im  §  25  wii'd  daher  nur-  einer  der  beiden  Durch- 
messer die  Hyi^erbel  schneiden,  sodaß  zwischen  ihnen  ein  gleicher 
Gegensatz    wie    zwischen    der  Haupt-    und    Xebenachse    stattfindet. 

Fort  u.  Schlömileh,  anal.  Geom.  I.     7.  Aufl.  11 
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welche  selbst  einen  speziellen  Fall  konjugierter  Durchmesser  bilden. 
Noch  ist  zu  bemerken,  daß  die  beiden  Achsen  ebenso  wie  in  der 
Ellipse  das  einzige  Paar  konjugierter  Durchmesser  sind,  welches 
einen  rechten  Winkel  einschließt,  da  das  Produkt  tan a- tan  (3  bei 
Ausschließung  des  Falles,  wo  es  die  unbestimmte  Form  0  •  oc  an- 
nimmt, nie  gleich  —  1  sein  kann.  Nach  dieser  Bemerkung  zeigt 
sich  die  zur  Auffindung  der  Achsen  einer  gegebenen  Ellipse  dienende 
Konstruktion  auch  für  die  Hyperbel  brauchbar. 

Wir  gehen  dazu  über,  die  Gleichung  der  Hyperbel  für  ein 
schiefwinkliges  Koordinatensystem  aufzustellen,  dessen  Achsen  ein 
Paar  konjugierter  Durchmesser  bilden;  a  sei  der  Winkel,  welchen 
die  Hauptachse  mit  dem  die  Hyperbel  schneidenden  Durchmesser 
einschließt,  /3  der  Winkel  zwischen  der  Hauptachse  und  dem  andern 
Durchmesser.  Dann  ist,  wenn  wir,  um  uns  von  den  Vorzeichen 
unabhängig  zu  halten,  die   Quadrate   von  tan«  und  tan  |3  bilden, 

tan"  ß  <C  — i ,  tan-  p  >     , , 

folslieh  sind  die  Diiferenzen 

-,9  9  0      •       O  •'>•■>   ,3  X  *>  '">    3 

0  COS"«  —  a"sm  a,  a"sin-p  —  o"cos  p 

beide  positiv.  Als  Gleichung  der  Hyperbel  ergibt  sich  durch  die- 
selbe   Rechnung,    welche    im    §  22    zu    gleichem    Zwecke    benutzt 

wurde : 

6*cos*o:  —  a^sin^a       ^       a*sin*jS  —  6*cos-(i       « 

^     «*sinasinß  —  oleosa  cos  ß 

—  2  • "^-vTi •  xy  =  1. 


,2^2 


Der   zu    2xij   gehörige  Faktor   ist   nach   Nr.  4)    gleich   Null.      Mit 
Einführung  der  Abkürzungen 


5) 


2  ^^ 

^         &-COS*«  —  n-siii-«' 
a-h- 


1         a*sin*/3  —  5-cos*^ 
entsteht  die  Gleichung: 

Infolge    der    oben    gemachten   Bemerkung    ül»er  das   Vorzeichen   der 
nittcrenzen,    welche    sich    in    den  Nennern   der   Werte   von   Oj"   und 
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h^^  befinden,  sind  hierbei  a^  und  h^  reolle  (Irößen.  Aus  Nr.  (i), 
sowie  auch  aus  der  Polargleichung  der  Hyperbel  zeigt  sieh,  daß 
a,  die  Hälfte  des  die  Hyperbel  schneidenden  Durchmessers  dar- 
stellt, wenn  wir  uns  denselben  in  den  beiden  mit  der  Hyperbel 
1,'ebildeten  Durchschnittspnnkten  begrenzt  denken;  Z^j  kann  nach 
einer  auf  Vergleichung  mit  der  Ellipse  gestützten  Analogie  als 
Hälfte  des  andern  Durchmessers  aufgefaßt  und  auf  demselben  in 
einer  gleichen  Weise  aufgetragen  werden,  wie  wir  dies  früher  mit 
der  Größe  h  auf  der  Nebenachse  getan  haben. 

Die  Übereinstimmung  der  Form,  welche  sich  in  der  auf  zwei 
konjugierte  Durchmesser  bezogenen  Gleichung  6)  der  Hyperbel  und 
der  für  die  Achsen  geltenden '  Hauptgleichung  darlegt,  berechtigt 
wieder,  wie  dies  früher  schon  bei  Parabel  und  Ellipse  geschehen, 
zu  dem  Schlüsse,  daß  die  der  Gleichungsform  entnommenen  Resultate 
auch  auf  das  neue  System  übertragen  werden  können,  insoweit  sie 
nämlich  von  der  rechtwinkligen  Lage  der  Koordinatenachsen  un- 
abhängig sind.  Wir  sehen  davon  ab,  diejenigen  Beziehungen  zu 
wiederholen,  die  sich  in  gleicher  Weise  bei  der  Ellipse  vorgefunden 
haben,  und  beschränken  uns  darauf,  die  Gleichungen  der  Asymptoten 
im  neuen   Systeme  zu  ermitteln. 

Wenden  wir  dieselben  Folgerungen  an,  welche  im  §  14  unter 
in  bei  Ableitung  von  Nr.  13)  zu  dem  Begriffe  der  Asymptoten 
und  deren  Gleichungen  hinführten,  so  ergibt  sich  aus  Nr.  6),  daß 
eine  dadurch  repräsentierte  Kurve  zwei  geradlinige  Asymptoten  be- 
sitzt, welche  in   der  Gleichung 

7)  U=+^'  X 

zusammengefaßt  werden  können.  Der  möglicherweise  entstehende 
Zweifel,  ob  hierin  wirklich  die  bereits  bekannten  geraden  Linien 
ausgedrückt  sind,  kann  am  vollständigsten  beseitigt  werden,  wenn 
wir  die  Gleichungen  der  früheren  Asymptoten,  w^elche  beide  in 
der  Formel 

2        ft'     2 
y  =  -^  x^ 

enthalten  sind,  für  unser  jetziges  Koordinatensystem  transformieren, 
Mittels  der  bekannten  Anderungsformeln   entsteht  dann: 

(xsina  +  ymißY  =  — .  (j-cos«  +  2/cosj3j", 

11* 
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und  hieraus  nach  gehöriger  Reduktion: 

(a'^sin'ß  —  b-cos^ß)y^  —  (&-cos^a  —  o^sin-c)  jt- 
+  2(a-sinasin^  —  b- cofi  a cos  ß)  x y  =  0. 

Das  letzte  Glied  linker  Hand  ist  nach  Xr.  4j  gleich  Null:  es  bleibt 

daher: 

,,        ^-cos-a  —  a-sin'a       2 
•  «-sin-/?  —  b'-cos-ß         ' 

oder  mit   Rücksicht   auf  die  Formeln   5): 

y-  =    \x'. 

wodurch  wir  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel  auf  Xr.  7)  zurück- 
kommen. Die  Gleichungsform  der  Asj-mptoten  ist  also  wie  die  der 
Hyperbel  selbst  immer  dieselbe,  welches  Paar  konjugierter  Durch- 
messer auch  die  Stelle  der  Koordinatenachsen  vertreten  mag.  Hier- 
nach kann  die  auf  diese  Form  gegründete  Konstraktion  der  Asymp- 
toten leicht  verallgemeinert  werden.  Legt  man  nämlich  zu  zwei 
konjugierten  Durchmessern,  deren  vom  ^littelpunkte  aus  gemessene 
Hälften  die  Längen  ci-^  und  b^  besitzen,  durch  ihre  Endpunkte 
Parallelen,  so  sind  die  Asymptoten  Diagonalen  eines  jeden  auf  diese 
Weise  gebildeten  Parallelogrammes.  Es  liegt  hierin  zugleich  ein 
einfaches  Mittel,  aus  zwei  nach  Lage  und  Größe  gegebenen  kon- 
jugierten Durchmessern  die  Lage  der  Hyperbelachsen  durch  Kon- 
struktion herzuleiten,  insofern  durch  die  Haupt-  iind  Xebenachse 
die  von  den  Asymptoten  gebildeten  Winkel  halbiert  werden. 

Die  Beziehungen,  welche  nach  §  22  Nr.  15)  und  16)  zwischen 
den  konjugierten  Durchmessern  und  den  beiden  Achsen  einer  Ellipse 
stattfinden,  wiederholen  sich  bei  der  Hyperbel  in  fast  ungeändertor 
Weise.     Aus  den   Gleichungen  5)  folgt: 

g  ^^  o^  2  _  _a^ 

1     ^  (ft-cos-a  —  rt*sin-a)  (a*sin-|3  —  b^cos'^ß) 

Das  Produkt   im  Nenner  ist  identisch  mit 

^/-^-sin-(j3  —  a)  —  (&- cos«  cos  |i  —  «-sinasin,j)-. 

Der  Subtrahend  verschwindet  nach  4);  daher  folgt  aus  8^  wenn 
man  den  Koujugationswinkel  ß  —  tc  mit  w  bezeichnet: 

9^    (ft-cos-«  —  «-sin-a)  (fl-sin-^  —  t'cos^l?)  =  «-6-sin-<o. 
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Setzt  iiiaii   «lies   in   H\   ein,   so  erhält  man: 

10)  (l^  /vj  sin  fij  =  II  h. 

Ferner  erhält  man  aus  ö)  durdi  Subtraktion  unter  Bei-üfk- 
sichticrung  von   Ol: 

11)  >i''—  h,-  =    .  \     \,r{>im'a  +  .sin-|i)  -  Z;2(cos-«  +  cos^ß)]. 

Aus  4)  ergibt  sich,  wenn  <ler  Klammerinlialt  mit  M  be- 
zeichnet  wird: 

J[  =  «-(sinri  +  sin/3)-  —  6"  (cos«  +  cos  (3)^ 
=  a^isina  —  sin/il"  —  6' (cos«  —  cos^)-. 
Hieraus  folgt  nach  bekannten  goniometrischen  Beziehungen: 
j/  =  4cos2|aj[a2sin2|  («  +  ß)  -  b^eos'l  {a  +  ß)] 
=  4sin2iw[a-cos2|  («  +  /3)  -  h-&m^\  {a  -f  ß)\. 
Ersetzt  man  cos^|-o)  durch   1  —  sin-|^w,  so  erhält  man 

aHxii'\{ti  +  ß)-  h-C09,HJa  +  ß)  =  («2  _  &2)si^2|^^^ 

daher  ist 

M  =  (rt-  —  6^)  sin-  03. 

Hieraus  und  aus   11)  folgt  schließlich 

12)  «1^  _  j^2  _  ^2  _  ^2 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  daß  die  Längen  zweier  konjugierter 
Dui-chmesser  gleichzeitig  wachsen,  während  dabei  nach  10)  die 
Giöße  des  Konjugationswinkels  abnimmt.  Aus  der  Polargleiehung 
ist  ersichtlich.,  daß  bei  diesem  Anwachsen  der  Durchmesser  beide 
den  Asymptoten  immer  näher  rücken,  bis  sie  schließlich  in  den 
Asymptoten  zusammenfallen.  Konjugierte  Durchmesser  von  gleicher 
Länge  sind  nur  in  der  gleichseitigen  Hyperbel  möglich,  und  zw'ar 
gilt  dort  diese  Gleichheit  für  jedes  zusammengehörige  Paar. 

Mittels  der  Gleichungen  10)  und  12)  können  die  Längen  der 
Achsen  gefunden  werden,  wenn  a, ,  h^  und  co  gegeben  sind;  nm- 
läßt  sich  dabei  nicht  dieselbe  bequeme  Rechnung  anwenden,  welche 
zu  den  Formeln  21)  im  §  22  hinführte.  Ein  einfacheres  Mittel, 
aus  zwei  konjugierten  Durchmessern  die  Größe  der  Hauptachse 
und  Nebenachse  konstruktiv  herzuleiten,  werden  uns  im  folgenden 
Paragraphen  die  Asymptoten  liefern. 
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§  28.     Die  Asymptoten  als  Koordinatenachsen. 

Eine  besonders  einfache  Gleichungsform  erlangt  die  Hyperbel, 
wenn  man  ihre  beiden  Asymptoten  zu  Koordinatenachsen  nimmt. 
Nach  dem,  was  wir  früher  über  die  Größe  des  Asymptotenwinkels 
kennen  gelernt  haben,  kann  dieses  Kooi'dinatensystem  nur  für  eine 
gleichseitige  Hyperbel  rechtwinklig  sein. 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Hälfte  des  Asymptotenwinkels 
mit  y,  wobei  die   Beziehung 

1 )  tan  y  =  — 

^  '         a 

Geltung  hat,  so  mag  über  die  beiden  Koordinatenachsen  so  ver- 
fügt werden,  daß  die  positive  Seite  der  //-Achse  unter  dem 
Winkel  y  und  dieselbe  Seite  der  a: -Achse  unter  dem  Winkel  (—  y) 
gegen  die  Hauptachse  geneigt  ist,  wobei  wir  voraussetzen,  daß 
positive  Winkel  in  der  früher  für  die  Polwinkel  festgestellten  Dreh- 
richtung gemessen  werden.  Soll  nun  die  neue  Gleichung  der  Hyperbel 
durch  Veränderung  der  Koordinaten  aus  der  auf  die  Achsen  be- 
zosrenen   Gleichunsr 


(^-(l)  = 


hergeleitet  werden,  so  sind  die  Formeln  2)  des  §  4  zu  verwenden, 
wenn  darin  co  =  90*^,  a= — j-,  ß  =  y  gesetzt  wird.  Beim  Über- 
gänge zum  neuen  Systeme  ist  also 

[y  -{-  x)cosy  für  x,        (?/  — .r)sin;'  für  // 


zu  setzen.     Dann  entsteht  aus 

(if -{- xy cos- y        (y  —  a')*sin-y 


=  1 


nach  Entwickelung  der  Quadrate  und  l^esserer  Anordnung  und  Ver- 
einigung der  (Jlieder: 

Mittels  der  aus   i)  folgenden  Beziehung 
b'COä-y  =  (f-sin-  }• 
erlanot   diese  letzte   Gleichuns  die   einfache   Form : 
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ixycoB^y  

a- 
oder  aucli: 

\\m\   mit  Einsetzung  des  obigen  Wertes  von  tan;^': 

Die  auf  die  Asymptoten  als  Achsen  bezogenen  Koordinaten 
eines  Hyperbelpnuktes  besitzen  hiernach  ein  konstantes  Produkt, 
nämlich : 


r-iir^ 


welches  den  Namen  Potenz  der  Hyperbel  führt.  In  dieser  Eigen- 
schaft ist  hauptsächlich  das  wesentliche  Merkmal  der  Asymptoten 
begründet,  indem  daraus  folgt,  daß,  wenn  eine  Koordinate  wächst, 
die  andere  al)nehmen  muß,  und  daß  dabei  die  eine  dieser  Längen 
immer  so  groß  genommen  werden  kann,  daß  die  andere  kleiner  wird, 
als  jede  angebbare  Größe,  d.  h.  daß  die  Hyperbel  den  Asymptoten 
beliebig  nahe  rücken  kann,  ohne  sie  doch  je  vollständig  zu  erreichen. 
Mittels  der  Gleichung  2)  findet  die  Lösung  der  im  vorigen 
Paragraphen  besprochenen  Aufgabe,  aus  Lage  und  Größe  zweier 
konjugierten  Durchmesser  die  Lage  und  Gx'öße  der  Achsen  abzuleiten, 
ihren  Abschluß.  Sobald  nämlich  die  Asymptoten  und  die  Achsen  in  der 
früher  angegebenen  Weise  ihrer  Lage  nach  bestimmt  worden  sind, 
hat  man  nur  noch  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Koordinaten 
eines  Endpunktes  des  die  Hyperbel  schneidenden  Durchmessers  zu 
konstruieren,    um  dann   mit  Hilfe  der  aus   2)  folgenden  Gleichung 

c  =  2  Yxy, 

welche  eine  einfache  geometrische  Darstellung  zuläßt,  die  lineare 
Exzentrizität  und  somit  auch  die  Lage  der  Brennpunkte  zu  ermitteln. 
Aus  den  Asymptoten  und  Breunpimkten  kann  aber  nach  fi-üheren 
Sätzen  leicht  die  Länge  der  Achsen  hergeleitet  werden. 

Sind  X,  y  und  x^ ,  y-^^  die  Koordinaten  zweier  auf  die  As^iuptoten 
bezogenen  Hyperbelpunkte,  so  gelten  nach  Nr.  2)  die  Gleichungen: 

a--\-h-  a- +  ?>- 
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folglich  ist  auch 

xy  =  x^y^. 

Hieraus  folgt  die  Proportion: 

Vi  '•  y  =  X  :  x^^ 

der  man  ohne  Schwierigkeit  die  Mittel  entnehmen  wird,  beliebig 
viele  Punkte  einer  Hyperbel  konstruktiv  darzustellen,  sobald  ein 
Peripheriepunkt  nebst  den  Asymptoten  gegeben  ist.  Zu  einer  noch 
einfacheren  Lösung  dieser  Aufgabe  führt  die  folgende  Betrachtung. 
Schreiben  wir  die  Gleichung  2)  in  der  Form 

und  bezeichnen  eine  Gerade,  welche  beide  Asymptoten  außerhalb 
des  Mittelpunktes   schneidet,  mit 

4)  "+-^-  =  1, 

m         n 

so  findet  sich  diu'ch  Entfernung  von  y  für  die  Abscissen  der  etwa 
vorhandenen  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Geraden  imd  der  Hy- 
perbel nach  einfacher  Umformung  die  Gleichung: 


5)  x^  —  mx  -\-    ,      =  0; 


m  und  n  stellen  hierbei  die  von  der  Geraden  auf  den  Asymptoten 
abgeschnittenen  Streckeii  dar.  Im  Falle,  daß  die  Gerade  die  Hy- 
perbel schneidet,  folgt  hieraus  für  den  Mittelpunkt  xy  der  von 
ihr  gebildeten   Sehne: 

x  =  \nt^ 

und  wenn  man  diesen  Wert  in  Nr.  4)  einsetzt: 

y  =  \  n- 

Vergleicht  man  diese  Resultate  nach  den  bekannten  Formeln 
für  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  einer  geradlinigen  Strecke, 
so  ergibt  sich  sofort,  daß  der  Halbierungspunkt  der  Sehne  zugleich 
in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten  gelegen  ist,  worin  sie 
selbst  oder  ihre  Verlängerung  die  Asymptoten  schneidet.  Eine  leicht 
nachzuweisende  Folge  hiervon  ist,  daß  der  Abstand  zwischen  dem 
einen  Endpunkte  der  Sehne  und  ihrem  Durchschnitte  mit  der 
einen  Asymptote  der  Entfernung  ihres  andoron  Endpunktes  von 
dem  Punkte,  worin  sie  die  andere  Asymptote  schneidet,  gleich 
sein   iiniü. 
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Die  soeben  «fetundene  Eigensclial't  «Icr  HyporbeJ  gewühi't  nun 
ein  besonders  einfaches  Mittel,  einzelne  Punkte  dieser  Kurve  zu 
konstruieren,  sobald  ein  Peripheriepunkt  nebst  den  Asymptoten  ge- 
geben ist.  >rit  Benutzung  dieser  Eigenschaft  kann  nilnilich  auf 
jeder  Geraden,  welche  man  durch  den  gegebenen  Punkt  so  legt, 
daß  sie  beide  Asymptoten  schneidet,  ein  zweiter  Hyperbelpunkt 
aufgetragen  werden,  der  nachher,  wenn  man  das  Anhäufen  zu 
vieler  in  einem  Punkte  sich  schneidenden  Geraden  vermeiden  will, 
als  neuer  Ausgangspunkt  der  Konstruktion  verwendbar  bleibt.  — 
In  ähnliclier  Weise  ist  zu  verfahren,  wenn  mittels  einer  Asymptote 
und  dreier  Peripheiiepunkte  die  andere  Asymptote  gefunden  werden 
soll.  Mit  Hilfe  der  drei  Sehnen,  welche  durch  die  drei  Hyperbel- 
punkte gelegt  werden  können,  erlangt  man  drei  sich  gegenseitig 
konti'ollierende  Punkte   der  gesuchten  Asymptote. 

Aus  der  Bedingung,  unter  welcher  die  obige  Gleichung  5) 
zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  gibt,  erhält  man  als  Kennzeichen  für 
den  Fall,  in  welchem  die  durch  Nr.  4)  dargestellte  Gerade  zur 
Tangente  wird: 


("'\- 

m  c- 

uJ- 

'   in  ' 

oder 

nach 

gehöriger 

Hebur 

'g: 

6) 

mn  = 

2 

Wird  mittels  dieser  Bedingungsgleichung  die  Strecke  n  aus  Nr.  5) 
entfernt,  so  entsteht  für  die  Abseisse  des  Berührungspunktes, 
die  wir  mit  a.^  bezeichnen  wollen,  die  Gleichung: 

o^j-  —  mx,  -j-        ^0, 
und  hieraus   folgt: 

7)  x^  =  \m. 

Aus   4)   ergibt  sich  dann  für  die  zugehörige   Ordinate: 

Die  Werte  7)  und  8)  lassen  erkennen,  daß  der  Berührungspunkt 
einer  Hyperbeltangente  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten 
gelegen  ist,  in  welchen  die  Tangente  von  den  Asyuiptoten  geschnitten 
wird.  Es  ist  dies  wieder  die  oben  für-  die  Sehnen  gefundene  Eigen- 
Schaft,  ausgedehnt  auf  den  Fall,   wo   die  beiden  Durchschnitte  der 
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Geraden  und  der  Hyperbel  in  einen  übergehen  und  die  Sehne  zur 
Tangente  wird. 

Sind  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Koordinaten  Xj  und  y^ 
eines  Hyperbelpunktes  gegeben,  so  erhalten  die  von  der  Tangente 
dieses  Punktes  auf  den  Asymptoten  abgeschnittenen  Strecken  nach 
7)  und  8)   die  Längen: 

»n  =  2 a;^ ,  n  ^  2y^, 

von  denen  jede  einzelne  ausreicht,  um  damit  die  Tangente  zu  kon- 
struieren. Werden  endlich  diese  Werte  in  Nr.  4)  eingesetzt,  so 
erlangt  die  auf  die  Asymptoten  bezogene  Gleichung  der  Hy- 
perbeltangente im  Punkte  x-^^y^  die  Gestalt: 

oder  wenn   mau  mit  der  für  X■^^  und  ^j^   geltenden  Gleichimg 

2-'^i«/i  =  1^2 
multipliziert: 

10)  y^x  +  oc^y  =  1  (■-. 

Die  letzte  Gleichung  gehört  nicht  allein  in  Beziehung  auf  x  und  y. 
sondern  auch  für  x\  und  y^^  dem  ersten  Grade  an  und  gestattet  in- 
folge ihrer  symmetrischen  Form  die  Vertauschung  der  Punkte  xy 
und  x^y^.  Diese  Bemerkungen  reichen  hin,  um  daraus  mit  Hilfe 
einer  schon  mehrfach  angewendeten  Schlußfolgerung  das  Resultat 
herzuleiten,  daß  für  einen  außerhalb  der  Hyperbel  gelegenen  Punkt 
iCj//^    Nr.  10)    die   Gleichung   der    Berührungssehne    darstellt. 

§  29.     Die  Quadratur  der  Hyperbel. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Gleichung  dfr  Hy- 
perbel kann  auch  benutzt  werden,  um  daraus  den  Inhalt  hyper- 
bolisch begrenzter  Flächen  abzuleiten.  Wir  l)eschränken  uns  auf 
Berechnung  eines  Flächenstreifens,  welcher  von  einer  Asymptote, 
zwei  zur  andern  Asymptote  parallelen  Ordinateu  imd  dem  z\N-ischen 
diesen  Ordinaten  gelegenen  Hyperbelbogen  begrenzt  ist.  Andere 
Flächenteile,  in  deren  Begrenzung  ein  Hyperbelbogen  auftiitt,  sind 
durch  geometrische   Zerlegung  hierauf  zurückzuführen. 

Zur  Vorbereitung  entwickeln  wir  den  Fläclieuinhalt  eines 
Parallelogrammes,    welches    von    den    Asymptoten    und    den    hier/.u 
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parallelen  Koordinaten  eines  Hyperbelpunktes  begrenzt  ist,  d.  i.  den 
Wert  von  xy  sin«,  worin  x  und  y  den  Hyperbelpunkt  und  a  den 
hierbei  als  Koordinatenwinkel  auftretenden  Asymptotenwinkel  be- 
zeichnet. —  Hat  y  die  im  vorigen  Paragi-aphen  unter  l)  ange- 
wendete Bedeutung,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

a  =  2y 

in  Verbindung   mit  der  gonionietrischeu   Furmel 

.    ,^  2  tan  y 

sin  2  r  =  ,    ,   ,      , 
'         1  +  tan-y 

bei  Einfübrung  dos  Wertes  von  tsuiy: 

2  a  b 
sm  a  =     .,   ,   , .,  • 
a-  -\-  0- 

Wird  diese  Gleichung  mit  Nr.  2)  des  vorhergehenden  Paragraphen 
durch  Multiplikation  verbunden,  so  ergibt  sich: 
l)  X 11  ?>\i\a  =  \üh 

für  den  gesuchten  Flächeninhalt. 

Mit  diesem  Inhalte  soll  ein  Flächenstreifen  der  in  Rede  stehenden 
Art,  wie  P^M^M^P^  in  Fig.  47,  in  Vergleichuug  gestellt  werden. 
Zunächst  läßt  sich  die  Fläche  dieses 
Streifens  in  zwei  Grenzen  einschließen, 
indem  man  zur  oberen  Grenze  ein 
Parallelogramm  mit  den  anstoßenden 
Seiten  P^M^  und  M^M^^  zur  unteren 
ein  Parallelogramm  mit  den  Seiten  Jf^  il/g  q^ 
und  M^P.2  nimmt.  Wird  die  gesuchte 
Fläche  mit  F  bezeichnet,  und  sind  ic^,  y^  die  Koordinaten  des 
Punktes  P^,   sowie  x^  und  y.^  die  von  Pg,   so  erhält  man  hieraus: 

^1  (^'2  —  ^'1)  ^^°  «  !>  -F"  >  ^2  (-^2  —  ^1)  ^i^  *^- 
Werden     nun    diese    Ungleichungen     durch    die    aus    l)    folgenden 
Gleichungen 

x^ II -^  %m  u  ^  \  ah  =  X.2 y.y  sin  a 

dividiert,  so  wird  hierdurch  das  Verhältnis  zwischen  der  Fläche  F 
und  der  in  l)  enthaltenen  konstanten  Fläche  -|-a&,  welches  mit  qo 
bezeichnet  werden  soll,  von  dem  Verhältnisse  zwischen  der  End- 
und  Anfangsabscisse  des  Sti'eifens,  welches  |  heißen  mag,  abhängig 
gemacht.     Mit  Anwendung  der  Bezeichnuncren 
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oi'hält  )iiiiM   nilmlich   aus   dieser  Division : 

^  -  1  >  ^  >  1  -   ^\ 
und   hieraus   wieder,  wenn  man   auf  5   reduziert: 
3)  ^^^_>.>i+^. 

Die  in  Nr.  3)  enthaltenen  Grenzen  für  den  Quotienten  ^  in 
seiner  Abhängigkeit  vom  Quotienten  cp  lassen  sich  enger  ziehen, 
wenn  man  zwischen  die  Anfangs-  und  Endordinate  des  zu  berech- 
nenden Streifens  n  —  1  Ordinaten  so  einschaltet,  daß  dadurch  seine 

F 

Fläche  in  i)  Streifen  vom  gleichen  Flächeninhalte  —  zerfällt*).    Die 

'^  n  ^ 

für  diese  einzelnen  Streifen  geltenden  Verhältnisse  der  End-  und 
Anfangsabscissen ,  d.  h.  die  darin  an  die  Stelle  von  |  tretenden 
Werte,  sollen  in  der  Reihenfolge  der  Streifen  von  M^  aus  nach 
1/3  tiin  mit  $, ,  ^^  1  ^3  7  •  •  •  l„  bezeichnet  werden ,  sodaß ,  da  bei 
Aufstellung  dieser  Verhältnisse  sämtliche  zwischen  Oi\  und  x.2  ein- 
geschalteten Abscissen  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  vorkommen, 
bei  Multiplikation  aller  dieser  Werte  das  Resultat 

■1)  ^'1  ■  ^2  •  I3  •  •  •  i.  =  >  =  I 

•'  1 

zum   Vorschein    kommt.      Wird    nun    auf  jeden    der    u  Streifen    die 

F 

obige    Einschließung    in    Grenzen    angewendet,    so    tritt    hierbei    — 

an    die  Stelle   von  F.    also    auch  an  die  Stelle  von  qp,   und  es 

ergibt  sich  für  irgend  eines  der  besprochenen  Abscissenverhältnisse, 
welches  ^^^^  heißen  möge,  aus  Nr.  3)  mit  einer  einfadien  Form- 
änderung im   ersten   Teile   dieser  Ungleichung: 


(i-:)-'>i.„>.  +  : 


W^erden    nachher    alle   diese   Abscissenverhältnisse  miteinander  mul- 
tipliziert, so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Nr.  4): 

*)  Die  Art  der  Ausfülu'uug  dieser  Einschaltung  ergil't   siili   ans  ilen 
Resultaten  der  vorliegenden  Untersuchung. 
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(i--r'>«>('+:)". 


oder  auch,   wenn   muu   noch   mit         potenziert  und 


ff 

setzt,   wobei  w  eine  gleichzeitig   mit  n  wachsende  und  gleichzeitig 

mit  n   unendlich  werdende   Grülie  bezeichnet: 

I 

1  \"' 


5)  (l-',)""'>^"  >('+»)' 


Man  gelangt  jetzt  zu  einer  Gleichung  zwischen  dem  Abseissen- 
verbältnisse  ^  und  dem  Flächenverhältnisse  «jo,  wenn  man  die  Anzahl 
der  einzelnen  Streifen,  d.  i.  die  Zahl  n,  bis  in  das  Unendliche 
wachsen  läßt,  womit  also  co  ebenfalls  einen  unendlichen  Wert 
erlangt.    Nach  einem  bekannten  algebraischen  Satze  *^  konvergieren 

*)  Aus    dem    in    der    Anmerkung    auf   Ö.  115    für    a^b    und    ein 
rationales  m  >■  1  bewiesenen  Resultate 

?;( -  1  ^    ^      —  "      ^         ,11,-1 

a  —  b 

welches  durch  Einschließung  in  Grenzen  auch  auf  irrationale,  die  Ein- 
heit übersteigende  Werte  von  »i  ausgedehnt  werden  kann,  folgt : 

„,  a"^  -  ^  («  -  ?>  >  >  a'"  -  &'"  >  m  6'"  "  ^  («  -  b). 

Wird  hierin  a  =  '———  ,  b  ^  1  und  m  =  '  gesetzt,  wobei  k  >  »  >  1  sein 
soll,  so  folgt: 

CtT-'>v.  — •'^(-H>("-tT- 

lu  gleicher  Weise  erhält  man  unter  Beibehaltung  der  für  m  gemachten 
Substitution,  wenn  man  a  ^1,  b  =  — r —  setzt: 

fx^r>C^-)"  -—  G7:^)'<(;r^)'' 

Die    gefundenen    Resultate    zeigen,    daß,    wenn    mau    n    zwischen    den 

(n  +  1\" 

fortwährend  zunimmt,  während  dagegen  I ~\    fortwährend  abnehmen 

muß.  Da  jedoch  für  jedes  endliche  n  die  letztere  dieser  Funktionen 
immer  größer  ist    als   der    entsprechende   Wei-t   der  ersteren,    so    kann 
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hierbei  die  beiden  in  Nr.  5)  enthaltenen  Grenzen    gegen  einen  ge- 
meinschaftlichen   Grenzwert,    nämlich    gegen    die    irrationale    Zahl 
e  =  2,7182818  .  .  ., 

d.  i.   die   Basis   des   natürlichen   Logarithmensystems.      Man    erhält 

folglich  aus  Nr.  5): 

1 

und    bei   Anwendung   von    Logarithmen    eines   beliebigen   Systems: 

log  4 


•P 


loore 


oder   nach    Einsetzung    der   Werte    von    cp    und    'E,   aus    Nr.  2)   und 
Keduktion  auf  F: 

Bei  Anwendung  gemeiner  Logarithmen  entsteht  hieraus  in  Zahlen: 


weder  jene  verschwindend  klein  werden,  noch  diese  in  das  Unendliche 
wachsen.  Schließlich  müssen  beide  zusammenfallen,  weil  für  ihre 
Diiferenz  aus  der  oben  zu  Grunde  gelegten  Ungleichung 

wf/"-^>(a  -  fc)>a™  -  6"* 

sich  als  obere  Grenze  —  ( )    erffibt,    welcher  Wert    bei    unendlich 

n   \n  —  1/       ° 

werdendem  n,  insofern  der  Faktor  I  i     endlich  bleibt,    gegen    die 

Null  konvergiert.  Beide  Funktionen  haben  folglich  einen  gemein- 
schaftlichen Grenzwert,  für  welchen,  wenn  er  mit  e  bezeichnet  wird, 
Näherungsresultate  aus  der  Ungleichung 

m"<«<(^)" 

abgeleitet  werden  können.    —   Betrachtet  mau  nun,   daß  der  Ausdruck 

I —      )    auch  in  «ler  Form  (1 )       geschrieben  werden  kann,  so  läßt 

sich,  wenn  man  w  an  die  Stelle  eines  unendlich  werdenden  n  setzt,  das 
Resultat  der  vorhergehenden  Betrachtung  in  der  Gleichung 


('+:n 


zusammenfassen,  wobei  (a  ebensowohl  einen  positiven  als  einen  negativen 
Wert  haben  kaim. 
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ferner  erhält  man  bei  Benutzung  natürlii-lior  Logarithmen,  wenn 
man  dieselben  durch  Vorsetzen  des  Buchstabens  l  vor  den  Loga- 
rithmanden  bezeichnet,   den   einfacheren   Ausdruck: 


8)  F=  ■»/,./  (^:) 


Da  der  Flächeninhalt  in  der  Formel  6),  sowie  in  den  davon 
abgeleiteten  Gleichungen  7)  und  8)  außer  von  den  darin  ent- 
haltenen konstanten  Werten   nur  von   dem  Abscissenverhältnisse  — 

abhängig  gemacht  ist,  so  folgt,  daß  bei  einer  gegebenen  Hyperbel 
Flächenstreifen  der  betrachteten  Ai't  gleichen  Inhalt  besitzen  müssen, 
wenn  dieses  Verhältnis  in  denselben  einen  gleichen  Wert  hat. 
Hieraus  ergibt  sich  weiter,  daß  die  in  Fig.  47  angewendete  Zer- 
legung der  Streifenfläche  in  Teile  gleichen  Inhaltes  lediglich  darauf 
hinauskommt,  den  aufeinander  folgenden  Abscissen  Wei-te  zu  geben, 
welche  eine  geometrische  Progression  bilden. 

Zum  Schluß  ist  noch  zu  bemerken,  daß  mit  Rücksicht  auf 
die  aus  der  Gleichung  2)  im  §  28  hervorgehende,  umgekehrte 
Proportionalität  zwischen  x  und  y  bei  allen  in  diesem  Paragraphen 
angestellten  Untersuchungen  au  die  Stelle  des  Abscissenverhältnisses 

'  '    auch    das    Ordinatenverhältnis         gesetzt  werden  kann. 


Achtes  Kai^itel. 
Die  Linien  zweiten  (irades. 

§   30.    Diskussion  der  allgemeinen   Gleichung  der  Linien 
zweiten  Grades. 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  einige  Linien 
näher  kennen  gelernt  haben,  deren  Gleichungen  sämtlich  dem 
zweiten  Grade  angehörten,  bleibt  noch  die  Frage  zu  entscheiden. 
ob  außer  ihnen  andere  Linien  derselben  Ordnung  existieren  oder 
ob  mit  Untersuchung  der  Kegelschnitte  der  zweite  Grad  völlig 
erschöpft  ist.  Wir  haben  zu  diesem  Zwecke  die  allgemeinste 
Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  Koordinaten  x  und  //  zu 
betrachten,  wofür  bereits  früher  (§  9  Xr.  18)  die  Form 

1)         öji^"  +   2  0^2^;?/  +   2a^^X  +  (l^^r  +   -^«23.'/  +  «33  =  '* 

festgestellt    wurde,   und   zu  untersuchen,   welche  verschiedenen  Ge- 
bilde dadurch  dargestellt  werden  könnnen. 

Wir  wollen  dabei  zunächst  voraussetzen,  daß  die  Gleichung 
in  Bezug  auf  ein  rechtwinklitres  Kooi'dinatensystem  gegeben  ist. 


O^O" 


A.    Bestimmung  der  Richtung  der  Hauptachsen. 

Geht  man  entweder  von  der  Scheitelgleichung  der  Kegel- 
schnitte (§  13)  oder  von  der  Gleichung  der  Ellipse  imd  der 
Hj^perbel  in  Bezug  auf  die  Hauptachsen  durch  die  allgemeinen 
Veränderungsformeln  für  recht-u-inklige  Koordinaten  auf  ein  recht- 
winkliges System  mit  willkürlichem  Anfangspunkte  imd  willkür- 
licher Richtung  der  Abscissenachse  über,  so  enthält  die  neue  (ilei- 
chung  alle  Glieder  der  allgemeinen  Gleichung;  insbesondere  enthält 
sie  das  Glied  mit  dem  Produkte  xi/,  das  weder  in  den  Scheitel- 
gleichungen noch  in  den  Hauptachsengleichungen  vorkommt.  Das 
Auftreten  dieses  Gliedes  ist  nicht  durch  die  Veränderung  des  Null- 
punktes,   sondern    nur    durch    die  Veränderung    der   Achsenrichtiuig 
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verursficht.  Donu  weim  man  nur  eine  Verschiebung  der  Achsen 
vornimmt,  so  liat  mau  x  und  y  durch  Ausdrücke  von  der  Form 
X  -f  (I,  1/  +  h  zu  ersetzen:  liei  dieser  Änderung  kommt  kein  Glied 
mit  xy  zu  stände. 

Wir  suchen  dabei'  zunächst  durch  Drehung  des  Koordi- 
natensystems zu  einer  neuen  Gleichung  zu  gelangen,  in 
welcher  das  mit  dem  Koordinatenprodukte  x)/  multipli- 
zierte Glied  fehlt. 

Bildet  die  neue  Abscissenachse  mit  der  alten  den  Winkel  cp. 
und  werden  im  neuen  Systeme  die  Koordinaten  mit  $  und  ij  be- 
zeichnet, so  hat  man   zu  ersetzen: 

9\  I    X  durch   cos  qp  ■  §  —  sin  gp  •  ij, 

[   V        ..       sin  g)  •  I  -f  cos  tp  ■  »;, 
mithin 

ix^   durch    cos'qp  •  I" -|- sin'qo  •  »;- —  2  sin  qp  cos  9?  •  §7j, 
3)  jr        55        sin-qp  ■  §- +  cos'qj  • »/"  +  2  sinqp  cos  gj  •  §»;, 

\xt/      ,,       sinqpcosqp^"  —  sinqpcosgp-7j^4-(cos"(3P  —  sin-gp)-;j/. 

Durch  diese  Anderuntjen  erhält  man  eine  neue  Gleichuno-  von 
<Ier  Form 

wobei 

^11  ^  ^'ii  ^^^"  V'  +  -''i2  ^^^  9'  s^^  9'  ~l~  ''22  ^^'  9^5 
&12  =  ~  ('''11  ~  f'22)  s^"  9*  ^ös  95  -|-  rtjo  (cos-  (p  —  sin-  cp). 
4  i     .    ^22  ^^  ^11  ^^'  9*  —  -  "12  co^  <p  sin  cp  -\-  ^22  COS"  (p. 
Ks  '-=  f'i3  cos  95  -f  0,23  sin  cp, 
&.,3  =  —  0^3  sin  cp  -\-  «23  cos  cp. 
Der  Koeffizient  ö^g  verschwindet,  wenn  man  cp  so  wählt,  daß 
Oj2  cos  2  qp  =  -1-  (r/^^  —  «22 )  sin  2  9), 
woraus  folgt 

tan  ■2(p  =  -~^~^^—. 
«11— «2- 

Dieser  Wert  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  u^^  =  rtj^.,  =  <f,.,  =  ( >; 
dieser  Fall  kann  aber  außer  Betracht  bleiben,  weil  alsdann  die 
gegebene  Gleichung  aufhört,   quadratisch   zu  sein. 

Für  sin  2  gp    und  cos  2  9)    ergeben  sich    aus  tan  2  cp  die   Werte 

.sin  '2q)  =  — ^'  —  ,      cos  2  cp- 


y  ("11  —  «22)'  -f  *«i2"  V  lOii  —  «ss)*  -f  *«is' 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  I.    7.  AiiH.  12 
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Den  Radikand  kann  man  schreiben: 

.setzt  man  zur   Abkürzung 

so  erhält  man 

i))    sm  2(5D  = -   ,    cos  2<jp  ^ 


Jeder  der  unendlich  vielen  Winkel  2qp,  welche  der  Bestimmung  5) 
entsprechen,  macht  fc^g  verschwinden;  wir  wollen  von  ihnen  den- 
jenigen auswählen,  der  zwischen  O''  und  360°  enthalten  ist,  und 
dessen  Sinus  und  Kosinus  die  Werte  5)  haben,  wenn  in  denselben 
die  Quadratwurzel  positiv  gerechnet  wird. 

Um  zunächst  die  Koeffizienten  h^^^  und  l)^.y  zu  berechnen,  ver- 
binden wir  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  4)  durch  Addition 
und   Subtraktion;   dies  ergibt 

^1  +  *22  =  «11  +  f'22> 

^hi  —  ^22  "^  (/'ii  —  ^22)  cos  -'jp  +  2«j2  sin  2qo 

Hieraus  folgt 

px  I  ^11  =  T  («11  +  «22  +  y  Kl  +  «22)^  —  ^^), 

l  602  =  -2-  («11  +  «22  —  y  («11  —  «22)^  —  4^)- 
Die  veränderte  Gleichung  ist  daher 

■j\         hl  i^  +  ^22  n'^  +  -  («13  ^'os  rp  -\-  «23  sin  tp)  ^ 

+  2  (—  flj3  sin  (p  -f-  «23  cos  cp) }]  -f  ögg  =  0. 

Die  Koeffizienten  h^^^  und  &22  verschwinden  nui-  dann  beide, 
Avenn   z/  =  0    und  a^^  -\-  (i^^  =  0,    d.  i.   wenn    r/^^  =  «j.,  =  a^^  =  0. 

Wenn  z/  =  0  ist,  aber  a^^  und  ^/.,2  nicht  beide  vorschwinden, 
so  verschwindet  nur  einer  der  beiden  Koeffizienten  6^^  oder  ft^,. 
Ohne  die  Allgemeinheit  unserer  Untersuchung  zu  beschränken, 
können  wir  voraussetzen,  daß  die  Summe  a^^  -\-  a».2  nicht  ne- 
gativ ist*).      Aus   z/  =  0   folgt  alsdann,  daß   auch   h^^  =  0   ist. 

*)  Ist  eine  Gleichung  zwoitou  (iiades  gegeben,  bei  welcher  die 
Summe  der  Koeffizienten  von  .c-  und  //-  negativ  ist,  so  multipliziere 
man  dieselbe  mit  ( —  1);  man  erhält  dann  eine  neue  Gleichung,  in 
welcher  a^^  -\-  «„„  positiv  ist. 
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§  ;n .    Fortsetzung. 

B.    A  ])l('i  1 11  n<^r  iler  ^lii  tel  pu  nkl  sglficliuiig. 

Die  auf  die  Hauptachsen  bezogenen  Gleichungen  der  Ellipse 
und  Hyperbel  haben  keine  (Jlieder,  die  in  Bezug  auf  die  Koordi- 
naten vom  ersten  Grade  sind;  verändert  man  die  Koordinaten 
durch  Drehung,  so  entstehen  auch  dadurch  keine  linearen 
Glieder.  Wir  versuchen  nun,  durch  geeignete  Verschiebung  des 
Koordinatensystems  aus  einer  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
zu  einer  Gleichung  überzugehen,  die  keine  linearen  Glieder  enthält. 

Wenn  sich  eine  solche  Änderung  erreichen  läßt,  so  ist  der 
neue  Nullpunkt  der  Mittelpunkt  des  durch  die  Gleichung  dai-- 
gestellten  Gebildes.     Denn  die  Gleichung 

1)  ((i^x.,  +  '2a^^xy  +  r^,,.'/^  +  ^'33  =  ^^ 

ändert  sich  nicht,  wenn  man  x  und  //  durch  —  x  und  —  //  ersetzt; 
liegt  also  der  Punkt  {x^y)  auf  der  Kurve  l).  so  enthält  sie  auch 
den  Punkt  ( —  x,  —  y)'^  die  Strecke  dieser  beiden  Punkte  enthält, 
wie  man  sofort  erkennt,  den  Nullpunkt,  und  wird  von  ihm  halbiert, 
d.  i.  der  Nullpunkt  ist  der  Mittelpunkt  der  Kui-ve  l). 
Fühii;  maii   in  der  allgemeinen  Gleichung 

a^^x^  +  'la^^xp  -\-  -la^^x  -\-  a^^l/^  +  2 «23?/  +  «33  =  0 

eine  Koordinatenverschiebung  gemäß  der  Anderungsformeln 

j"  =  b  +  «,    y  =  V  +  V 

aus,  so   erhält  man 

2)  ((^^^'£,^  +  2a^2^i]  +  ((.^..^f 

+  2  («11»  +  (i^^v  +  «13^  §  +  2  {a^^u  +  a^^v  +  «23)  t] 
+  ^'u«"  +  '2a^^uv  -\-  2a^.^u  -\-  a^^v''^  -\-  ^a^^v  +  «33  =  0. 
Die   linearen   Glieder  verschwinden,  wenn 

"u^*  +  Ch2>^  +  «13  =  0, 
«12^«  +  «22^  +  «23  =  0, 


woraus  folgt 


4)  ^l  =     .  ,       V  = 


J  '  A 


wobei 


'12  "^la 


^-13    "11     . 

«23    «12 

12* 
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Das  Absolutglied  der  Gleichung  2)  kann  man  sclu-eibeu 
(«11 «.  -j-  c/j,  V  +  a^g)  u  +  (ai2  u  +  0,0  '•  +  o^^)  v  +  f/jj  ?^  +  o^.^  v  -\-  a.,^ : 
zufolge  3)  ist  es  also 

Setzt  man  hier  die  Werte  4)  ein,  so  erkennt  man,  daß 

5)        «13 M  +  a.2sV  +  «33  =    ^  («13  ^^   +  «33^2  +  «33^)  =  ^  , 

wobei 

«13       «23       «33  I 
i>  ==      «11       «12       «13     • 

«12       «22       «23 

Ist  I)  =  0,  SO  zerfällt  die  veränderte  Gleichung 

«11  S^  +  -«12^^/  +  «22'^/^  =  ^ 

in   zwei  lineare   Gleichungen 

^  { «n  5  +  («12  +  V  ^^)v  }    {  «11 5  -f  («12  -  y  -  ^)  ^i  j  =  0- 

Die  Bedingung  J)  =  0  zeigt  daher  an,  daß  das  Gebilde  zweiter 
Ordnung  aus  zwei  Geraden  besteht,  deren   Gleichungen  sind 

^s  «ii^  +  («i2+y"^^^)7j  =  a 

o) 

«U?  +   («12-l/-^)'i  =  ^>- 

Ist  z/  <C  0,  so  sind  diese  Gei'aden  reell  und  verschieden;  ist 
/:/>0,  so  sind  die  linken  Seiten  konjugiert  komplex,  und  man 
sagt  alsdann,  daß  sie  zwei  konjugiert  komplexe  Gerade  dar- 
stellen, die  avißer  dem  Nullpunkte  keine  weiteren  reellen  Punkte 
haben-,  ist  ^  =  0,  so  sind  die  AVm-zelii  der  Gleichungen  3l  un- 
endlich groß  oder  unbestimmt;  man  kann  dalior  die  Verändeiiing 
nicht  ohne  weiteres  vornehmen;  wir  verweisen  diesen  Fall  in  den 
nächsten  Abschnitt. 

Tst  J)  von  Null  vei'schieden,   so   ist  die  Gleichung  der  Kiu-ve 

7)  «11  §-  -f  2  «12;»;  +  «22  »r  +  j  =  ^^■ 

Die  beiden  Geraden  6)  haben  für  die  Kurve  eine  ausgezeich- 
nete Bedeutung.  Setzt  man  nämlich  den  aus  einer  der  Gleichungen  ii  i 
folgenden  "Wert   von   ]j  oder  |  in  die  Kui'vengleichiuig  ein,    so  er- 
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halten  die  drei  ersten  Glieder  den  Koordinatentaktor  ^^  bez.  rj' 
multipliziert  mit  einem  Koeffizienten,  der  identisch  versehwindet. 
Der  Gleichung  wird  also  nur  durch  die  Annahme 

I  =  ^  =  oo 
genügt.      Hieraus   erkennt  man,    daß    die    Geraden    6)    die   Asym- 
ptoten der  Kurve  sind.     Soll  also  die  Gleichung  7)  einer  Ellipse 
bez.  Hyperbel  angehören,  so  muß  die  Gleichung 

zwei  komplexe,  bez.  reelle   Gerade   ergeben. 

Wir  ändern  nun  die  (Jleichung  7)  durch  Dx'ehung  der  Achsen 
um  den  in  §  30  berechneten  AVinkel  «p.  Werden  die  neuen  Koor- 
dinaten wieder  mit  ,r,  y  bezeichnet,    so   erhält  man   die   (Gleichung : 

8)  &ii-''-f  ft.or  +  ^j  =0, 

wobei  nach  §  oO,  Nr.  (i 


9)  J  ^11  =  2-  («11  +  «22  +l/(«u  +  «22)' -•^4)» 

I&02  =  i  («n  +  «22  —V("n  +  «22)^  —  4^). 

Nach  der  in  §  30  gemachten  Voraussetzung  ist  «^^  -{-  a.,.-,  ^  0, 
und   die   Quadratwm'zel  positiv  gerechnet. 

Daher  ist  Z^^j  in  jedem  Falle  positiv,  Avährend  das  Vor- 
zeichen von  622  ^on  dem  Vorzeichen  von  J  in  der  Weise  abhängt, 
daß  &22  ^  ^^5  wenn  ^  >  0,  dagegen  öo?  <C  0?  wenn  z/  «<  0,  und 
h.-,.-,  =  0,  wenn  z/  =  0*j- 

Ist  nun  z/ >  0,  />  <;  0,  so  sind  in  der  aus  >^ )  abgeleiteten 
Gleichung 

10)  i-^  .^  + 1^  r'  -  1  =  0 

die  Koeffizienten  von  x~  und  //-  positiv:  die  Gleichung  stellt  daher 
eine  Ellipse  dar.    Ist  dagegen  z/  ]>  0  und  i>  >-  0,  so  schreibt  man 

11)  ^^    X-+  ~-jyr+  1  =0, 

woiin  die  Koeffizienten  wieder  positiv  sind.     Dieser  Gleichung  kann, 
da    links    nur   positive   Glieder  stehen,    durch  keinen  reellen  Punkt 


*)  Da  nach  der  Voraussetzung  Ojj  -|-  a^,  nicht  negativ  ist,  so  ist  der 
positive  Wert  1/(0^^  +  «sa)*  ^  «11  +  f^»- 
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genügt   werden.     Um   des   Zusammenhangs   willen   sagt   man.    daß 
sie  in  diesem  Falle  eine  imaginäre  Ellipse  darstellt. 
Ist  ^  <  0,  2)  <  0,  so  ergibt  sich 

während  man   im  Falle   A  <  0,  1)  >  0  schreibt: 

13)  ^2:b''-V  ■*'-!-"' 

beide  Gleichungen  stellen  Hyperbeln  dar;  bei  12)  fällt  die  Haupt- 
achse in  die  Ordinatenachse,  bei   13)  in  die  Abscissenachse. 

§  32.    Schluß. 
Der  Parabelfall.  A  ==  i).     Aus  der  Voraussetzung  folgt 

1)  «f2  =  "ll"22- 

2)  ^  =  '\Z  ^1  +  «23  4  =  2  «1.^/23  «13  —  flfga,,  —  «laOn- 

Die  beiden  Zahlen  a^^  und  «,2  können  nicht  zugleich  verschwinden: 
denn  da  nach  l)  alsdann  auch  r/^g  =  0  ist,  so  ^iii-de  die  Kui-ven- 
gleichuug  kein  quadratisches  Glied  enthalten;  ferner  folgt  aus 
«11  +  «22  ^  ^  ^^'^  ^)i  *^^ß  keine  der  beiden  Zahlen  negativ  sein 
kann.     Bildet  man 

4^=  ^lV'23  ~   -«12"l3f'22''23  +  HiHi^ 

Al=  a\^al^  -  2aii«i2Öi3«23  +  «fa''^' 
so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  l): 

3)  A\  =  «11  «22  «23  ~   -«12"l3''22'''23  +  ^^$«2^  =  "~  «22^^- 

4)  A;  =  <(fja|3  —  •^dn'ti.ay^u,.^  +  «ii«22«f3  =  —  "ii-^- 
Hieraus   folgt,  daß   J)  nicht  positiv  sein   kann. 

Ist  D  =  0,   so  folgt  aus  3)  und  4),  daß  aiicli  Jj  =  //^  =  0, 
also 

5)  «12  «22  =  «13  «22?        «11«23    =  «12«13- 

Die  Kurvengleichung  erweitere  man  mit  a^^  oder  a.,.^  luicli  Belieben, 
oder,  wenn  eine  der  beiden  Zahlen  versch-^-indet,  mit  der  andern: 
man   erhält  dann   in  Rücksicht  auf  l)  und  ö)  die  beiden  Formen 

^^^  [   («11^  +  «12^/  +  «13)"  -  l«l"3  -  «11  "33^   =  <-*' 

1  («12^  +  «22 y  +  (^23)'  —  («o's  ~  «22 «33^  =  ^'- 
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Zufolfjo  1)  und  ;"))  sind  sie  gleichl)ed('ut('ud,  wenn  ^/,j  und  «22  laicht 

verschwinden;    im   (legenfalle   ist   eine   von   beiden  identisch.      Zieht 
man  die  Wurzehi,  so  erhält  man 


7)  , 

Hieraus  erkennt  man,  daß  die  gegebene  Gleichung  in  diesem  Falle 
zwei  parallele  Gerade  darstellt,  die  je  nach  dem  Vorzeichen  der 
Grundzahl  der  Wurzel  reell  und  verschieden*,  oder  reell  und 
gleich,  oder  konjugiert  komplex   sind. 

Ist  I)  <  0,   so  drehen  wir  das  Koordinatensystem   um   den  in 
§   30  berechneten   Winkel  qo,  für  den   wir  die   Formeln   verwenden: 


sin  2(p  =  —     2'^V  ^'2''     ^^^  2(f)  = 


2    1      2 ' '     cos  2  go  = 2  -T~  2 ' ' 

«11  +  «12  '»ii  +  «12 


die  aus  §  30  Nr.  5)  durch  Erweiterung  mit  a^^  unter  Berück- 
sichtigung von  1)  und  Zeichenwechsel*)  hervorgehen-,  aus  ihnen 
folgt 

y  «n  +  «12  y«!!  +  «12 

Den  Winkel  2cp  können  wir  zwischen  0^  und  360°  annehmen; 
alsdann  ist  sin  gp  >  0  und  cos  cp  hat  dasselbe  Zeichen  wie  sin  2qp. 
Hieraus   ergibt  sich  betreffs   der  Zeichen 

8)  sm  <p  =     , — ,     cos  OD  = , "  -^=—  • 

V<,  +  <2  y<  +  «f2 

Unter  Verwendung  dieser  Werte  ei'hält  man  für  das  neue 
System  die  Gleichvmg 

q\  /'Ldli    2 2_?._.  _    i  _  9  .  <^n«i3  +  «12  «23       i    (,     =  (• 

^  a  '  T  /    *>      1        "  "^  1  /    2      I        2  '     '        33 

'^        y»n + "i'2         y^^ii + "12 

Hierfüi'  kann  man  schreiben 

=  ^A  1    L-    _  "S3   («^U  +  O'  -  ^11   Kl"l3   +  ^2^28)^ 

*)  Der  Zeichenwechsel  ist  zulässig,  da  die  Bedingung  b^^  =  0  (§  30,4) 
dadurch  nicht  gestört  wird. 
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Dies    ist    die    Gleichung    einer   Parabel,    deren    Hauptachse    in    der 
Abscissenachse  liegt;  der  Parameter  ist  dem  absoluten  Werte  nach 

und  der  Scheitel  hat  im  neuen  Systeme  die  Koordinaten 


V  = 


Die  Koordinaten  für  das  alte  System  ergeben  sich  durch  Anwendung 
der  bekannten  Anderungsformeln  zu 

_  «11  («11  «IS  -r  «12 c^sss)  Ks  («n  +  «iV  —  "11  ^2]  —  "12 «".(^11  +  «iV ' 
^  «11  «SS  («n  +  «iV^  —  «n  («11  «IS  +  «IS  «^s) [«18  («n  +  «i'g)  +_«is  ^ä] 

Wir  sind  hiermit  am  Ende  der  Untersuchung  angelangt,  welche 
geometrische  Gebilde  durch  eine  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
dargestellt  werden  können;  es  hat  sich  ergeben,  daß  außer  den 
Kegelschnitten  es  keine  eigentlichen  Kurven  zweiter  Ordnung  gibt, 
sondern  daß  jede  Gleichung  zweiten  Grades,  wenn  sie  keinen  reellen 
oder  imaginären  Kegelschnitt  darstellt,  in  Gebilde  erster  Ordnung 
zerfällt,  indem  sie  entweder  zwei  zusammenfallende  oder  verschiedene 
parallele  Gerade,  oder  zwei  sich  schneidende  Gerade  darstellt,  die 
reell  odor  imaginär  sein  können. 

§  33.     Übersicht  der  Resultate  und  An"wendung 
auf  schiefwinklige  Koordinaten. 

Wir  fassen  die  Resultate  der  Untersuchung  in  folgender  Über- 
sicht zusammen. 

Um  die  geometrische  Bedeutung  einer  Gleichung  zweiten  Grades 
zwischen  den  laufenden  Koordinaten  eines  Punktes  zu  erkennen, 
sorge  man  wenn  nötig  durch  Erweiterung  mit  —  1  dafür,  daß 
die  Siunme  der  Koeffizienten  von  x'-  und  //-'  nicht  negativ  ist. 
Ist  also  dann  die  Gleichung 

"ii-'"  +  -^"io.r</  +  ifYjy.r  +  iu_.^y-  -\-  '2m_^ii  -f  d^..  =  0. 
und  darin 

"11  +  "22  ^  ^^ 


§  :i:'>.   ibi-rsiiht  il.  Kesiiltate  ii   Aiiwt-nd.  auf  schict'wkl.  Koordinaten.      1H5 
so   berecliue   mau   zunächst  tue   Größeu 


.  "ll      "iL'  .  "U'      "13  .  «13      «11  ri 

^1^,        (I.,.,  \ft;.,        "..;('  ^'.>:[        "l2 

und   beachte   dann   folLrende   l'ltersicht: 


D-  0 


D<0 


«13    ":J3  "33 

"ll    "l2  '''13    ' 

fltj2    ^'22  %3 

Z>>0 


^  =  0 


^>0 


_/<0 


1. 

•2  p  a  r  a  1 1  e  1  e  G  e  r  a  d  e , 

reell  und  verschieden. 

reell  und  gleich,  oder 

konj.  komplex. 


2  sich  schneidende 

konjug.  komplexe 

Gerade. 


Parabel. 


o. 
Reelle 


Imaginäre 


Ellipse. 


2  sich  schneidende 
reelle  Gerade. 


Hyperbel. 


Zu   1),  z/  =  0,   D  =  0. 

Die  Gleichungen  der  Gez-aden  sind  (§  32,  Nr.  7): 


oder 


«12  X  +  022,'/  +  "23  +  V^23~~  %2«33  "=  ^  • 

ZiT  2)  und  3),  z^^O,    Z)  =  0. 

Die   Gleichungen   der   Geraden   sind   (ij  31,  Xr.  7): 

«u  (^  -  ':^ )  +  u'v2 + V-  ^)  (i/  -  ^^ )  =  0, 

«n  (^  -  j )  +  («12  -  y'-  ^j  (2/  -  §-)  =  0. 

Im  Falle  2)  ist  nur  ihr  Schnittpunkt  i'eell: 


J, 


^. 


Zu  4).   .//  =  0,  i>  <  0.     Die   Achse  bildet  mit  der  Abscissen- 
achse   den  Winkel  9),  für  den 

a, ,  0,0 


sinqo  = 


cos  (f)  = 


wobei   die    Wurzel   positiv    zu   nehmen   ist;   der   Scheitel   hat    die 
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Koordinaten 

_  a„  («11  «18  +  «12  «is)  [«28  («A  +  «lg)  ~  "ll  ^  —  «12«38(«n  +  «iV  " 

_  «11  «83  («A  +  «iV'  —  «11  Kl  «18  ±Jht  «2s)  [«is^^«n  +  «fP  ±«is  ^sl 

der  Parameter  hat  den  absoluten  Wert  von 

^^^«11 

y«r+«i'* 

Zu  5),  z/  >  0,  D  <  0.  Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes 
sind  M,   r;  die   Halbachsen 

hierin   ist   nach  §  30,  Xr.  6) 

^11  =  2  (^11  +  "22  +  l^(«ii  +  «22)^  —  ^4i 

&22  =  i  («11  +  «22  —  VKi  +  «22)^  —  -l^): 

wobei  die   Wurzel  positiv  zu  rechnen   ist. 

Die  erstgenannte  Halbachse  bildet  mit  der  positiven  Abscissen- 
achse  den   Winkel  cp.  für  den 

sin2y=  ^..^J^l  cos2y=    ,       °",T-"^J - 

Via,,-\-a,,r-iJ^'  y(«ii+a22)'-4^* 

Zu  7),  z/  <  0,  B  <C  0.  Der  Mittelpunkt  hat  die  Koordinaten 
w,  <•;  die  Xebenachse  bildet  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  (p. 
die  halbe  Haupt-  und  Nebenachse  sind 


-V^'    '=K^- 


Zu  8),  J  <  0,  D  >  0.  Der  Mittelpunkt  hat  die  Koordinaten 
w,  <•;  die  Hauptachse  bildet  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  qc: 
die  halbe  Haupt-  und  Xebenachse  sind 


-i/g.    ^-V,5 


Es  dürfte  nicht  übei-tlüssig  sein,  die  gegebenen  Unterscheidungs- 
zeichen an  einigen  Zahlenbeispielen  zu  erläutern. 

I.  Die  Ellipse  mit  den  Halbachsen  3  und  2  hat  die  Gleichung 

4^-  +  9j/-  —  3G  =  0. 
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Für    ein    neues    System,    das    aus    dem    alten    dui-cli    Drehuug    ain 
30"  hervorgellt,    ergeben   die   Anderungsformoln 

i/:5  1  1,1/3^ 

die  neue  Gleichung 

2ij;2  _  loy^Xi)  -\-  811)-  -  144  =  0. 

Verschiebt   man   dann   noch   die  Achsen,   sodaß    der   Punkt   f  =  1, 
t)  =  2  der  neue  Nullpunkt  wird,  so  hat  man   zu  setzen 

X  =  .x-+  1,  l)  =  ?/+  2, 

und  erhält 

1)     21  .T=*-  10"|/3  •  ic//+  31/+  2 (21  - 10  )/3) ä-+  2(  62 - 5 y3)y 

+  1  -  20")/3=  0. 

Auf  diese  Gleichung  wenden  wii-  die  Kennzeichen  au.     Hier  ist 

21       —51/3 
/J  =  _  =  576, 

1—51/3      31      I 

-5]/3      21-10-|/3 
^1  =  _      =—  576, 

31  62  -  5]/3 


21  — lO"l/3         21 
62— 5)/3     —  5"|/3 


1152,  7>=—  144-576. 


Da  ^  >  0,  2>  <  0,  so  ist   1)  eine  reelle  Ellipse.     Die  Koordi- 
naten des  Mittelpunkts  sind 

«=-^  =  -1,         .;  =  -=-2. 


Aus   «11  4-  «22  =  52,   l/(aii  +  Ogo)^  —  4^  =  20    folgen    Rj^  =  36, 
622  =  1^1  uiid  daher  die  Halbachsen 


r    36-576         -'         V 


144  •  576  _ 


16-575 
Für  cp  erhält  man 

sin  2  qp  =  —  jY'^  ,  cos  2  qp  =  —  -|- ; 

daher  ist  2(p  ==  240",  (p  =  120». 

Diese  Ergebnisse  stimmen   in   allen  Stücken  mit  den  Voraus- 
setzungen überein. 
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Tl.  Die  Geraden  des  Nullpunktes,  die  mit  der  Abscissenachse 
die   Winkel  30"  und  60®  bilden,  haben  die  Normalgleichungen 

\/:-i  1,1  "i/;j 

Der  Urt  der  Punkte,  für  die  das  Produkt  der  Abstände  von  diesen 
Geraden  so  gi-oß  ist,  wie  das  Quadrat  des  Abstands  von  einer  im 
Abstände  x  =^  2  mit  der  7/ -Achse  gleichgerichteten  Geraden,  hat 
daher  die  Gleichung 

oder 

—  (4  —1/3)  ■  xr  —  \xy  +  1/3  ■  /  +  16x-  —  16  =  0. 

Man  hat  daher 

z/=—  1— 4")/3,     Ji=-8y3,     A^=—16,     D  =  16, 

der  Kegelschnitt  ist  daher  eine  Hyperbel.     Ferner  ist 

?>,!  =  -  2  +  ]/3  +  2  yö  =       2,5605, 

b22  =  -  2  +  y3  -  2  y2  =  -  3,0963, 

sin2(p=-|y2,     cos2g)=-|y2, 

295  =  225»,  (p=112%^. 

a  =  0,88778,          b  =  0,80732. 

HI.  Die  Parabelgleichung 

1)2  =  6i- 

geht  durch   die  Änderungsformeln 

i  =  i^'  —  iy',        l)  =  I  ^'  +  ^  «/' 
über  in 

9x-"-  +  24//  +  16j/''  =  120./  —  90//; 

ändert   man  jiochuuils   gemäß 

x  =  X'  -f  3 ,  y'  =  II  -]-  2, 

so  ergibt  sich 

'.i.c-  +  24./ 7/  +  16.?/-  —  18.C  +  226//  +  109  =  0. 

Werden   hierauf   die    Regeln    angewandt,    so    erhält    mau    zunächst 
^  =  0,  erkennt  also  die  Parabel.      Ferner  folgt: 

sin  9^  =  5  ,  cos  g?  =  — ^ . 
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Da  ^2  =—  1^--'^   «0   ^'^'g^ 


Da 


«22  («U  +  ^^1^2)   -  «11^2  =   790  ■  IT)-. 

'''isfön  +  «fa)  +  "u^2  =  —  69  •  1')-, 

so    erhält    niaii    f<  =  |,    "  =  s^,    »(=—3,    7/=—  2,    in    Übereiii- 
stiinmunti   mit  dor  Voraussetzung. 


Es  hat  sich  ergebeu,  daß  zwei  aus  den  Koeffizienten  der 
Gleichung  zweiten  Grades  zusammengesetzte  Zahlen  für  den  Cha- 
rakter des  durch  die  Gleichung  dargestellten  geometrischen  Ge- 
bildes besonders  wichtig  sind,  nämlich  TJ  und  z/;  das  Verschwinden 
der  ersten  Zahl  zeigt  den  Zerfall  des  Gebildes  in  zwei  gerade 
Linien  an;  das  Verschwinden  der  zweiten  Zahl  ist  für  die  Parabel 
bezeichnend,  und  wenn  keine  der  beiden  Zahlen  verschwindet,  so 
geben  die  Vorzeichen  derselben  darüber  Aufschluß,  ob  die  Kurve 
eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ist. 

Da  nun  die  geometrischen  Beziehungen  unaljhängig  vom  Ko- 
ordinatensysteme sind,  so  folgt,  daß  auch  die  zugehörigen  arith- 
metischen Beziehungen  von  D  und  z/  sich  beim  Übergänge  aus 
einem  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  zum  andern  nicht  ändern 
können.  Indem  wir  eine  l'bertragimg  der  im  §  32  angegebenen 
Kennzeichen  auf  schiefwinklige  Parallelkoordinaten  ins  Auge  fassen, 
wollen  wir  zunächst  zeigen,  wie  sieh  J  und  D  ändern,  wenn  man 
von  einem  rechtwinkligen  Systeme  zu  einem  andern  Parallelkoor- 
dinatensysteme mit  demselben  Anfangspunkte  übergeht,  und  als- 
dann, welchen  Einfluß  eine  Verschiebung  der  Achsen  auf  diese 
Zahlen  hat. 

Der  Übergang  von  einem  recht^^änkligen  Systeme  X  Y  zu  einem 

andern  Parallelkoordinatensystem  SH  mit  demselben  Anfangspunkte 

und   beliebigem  Koordinatenwinkel    erfolgt    durch   Änderungen    von 

der  Form 

*:  =  «§  +  ßi], 

y  =  y'e,  +  8)]. 

]\lan  hat  daher  zu  ersetzen: 
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x"^    durch    «2^2  _|.  2aßir]  +  ß'^ i]\ 

xy       „       ay-e^(ad^ßy)'g^  +  ßdyf, 

Werden  die  Koeffizienten  der  veränderten  Gleichung  mit  h^^.  ^g-  •  •  •  ^33 
bezeichnet,  so  ist 

&12  =  «/3aii  +  (aeJ  +  ^7)  «12  +  7'5«2-2' 

^3  =  ««13  +  7«23  5 

*22  =  ^'«ii  +  2/3dr,,2  +  (52a,2, 

^23  =  /3«13  +  ^"235 
%3  ^^  «33- 

Bildet  man  mit  Hilfe  dieser  Zahlen 

A'  =  &n^22  ""  ^^^2' 

so   heben   sich    die   mit  a^^,   a^x^x^i   «!•>  ^'^'^  flx''«2'>  nmltiplizierten 
Glieder  auf;  die  übrigen  ergeben 

J  =  {a8  —  ßy)-A. 
um  D'   zu  berechnen,  bilden   wir  zunächst 

^'  —  ^33^'  =  KKi  +  ^22  ^"3  -  2&i2&13^23- 

Mau    erkennt    leicht,    daß    sich    die    Glieder    aufheben,    welche    mit 

^n^'i3^'-'>3i    «22 «13 «-'3»    «i"3«i2    ^^^^    ^o/'i2    naultipliziert    sind.       Die 
übrig  bleibenden  ergeben 

(aÖ  -  ßyYianCq^  +  «22 «1^3  "  -«12 «1:5 «23)- 
Daher  ist 

D'  =  {uö  -  ßyy-D. 

Die  Grüße  (ad  —  ßy)  bezeichnet  man  als  die  Anderungs- 
determinante.  Die  neuen  Größen  A'  und  7)'  sind  daher 
die  Produkte  aus  den  alten  und  aus  dem  Quadrate  der 
A  n  d  e  r  u  n  g  s  d  e  t  e  r  m  i  n  a  n  t  e . 

Bei  einer  Verschiebung  der  Achsen  hat  man  die   Änderungen 

a-  =  5  +  »/, 

Daher  ist  zu  ersetzen: 

X'     durch    ^"  +  2w5  +  '>'^ 

y-        .,        »j-  +  2  /M/  +  »^ 

xy       .,       I»;  +  »5  +  /»>/  +  mn. 
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In  der  neuen  Uleichung  haben  die  quadratischen  Glieder 
dieselben  Koeffizienten,  wie  in  der  gegebenen  Gleichung.    Femer  ist: 

fejg  =  n^(l^^  +  udy,  +  rt^g, 

?>g3  =  m'-r/jj   +   2  m«  «j2   +   -»'«Ui  -f   "■<'22  +   -''"23  +  "33- 

Berechnet  man  mit  Hilfe  dieser  Werte 

D'  —  &33^  =  —  UnKi  —  "22  ^fs  •+    -"12^3^23 

lind  faßt  rechts  der  Reihe  nach  die  Glieder  zusammen,  die  mit 
m^,  2mn,  2m,  ;r,  2n 

multipliziert  sind,  so  erhält  man 

1/  -  \^J  =  D-  633Z/; 

hieraus  folgt 

D'  =  D. 

Bei  einer  parallelen  Verschiebung  der  Koordinaten- 
achsen  bleiben    daher    die    Größen   z/   und   D    ungeändert. 

Insbesondere  folgt  hieraus:  Auch  bei  Gleichungen  zweiten 
Grades  für  schiefwinklige  Koordinaten  zeigt  D  ^  0  den  Zerfall  des 
Gebildes  in  zwei  getrennte  oder  zusammenfallende  Gerade ,  D  ^  0 
einen  eigentlichen  Kegelschnitt  an,  und  zwar  eine  Ellipse  oder 
eine  Hyperbel,  je  nachdem  z/  ^  0. 

§  34.     Bestimmung  einer  Linie  zweiten  Grades  durch, 
gegebene  Peripheriepunkte. 

Da  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  ver- 
änderlichen Größen  x  und  y  den  allgemeinsten  Ausdruck  füi-  die 
Gleichung  der  Kegelschnitte  und  der  darin  mit  eingeschlossenen 
als  Grenzwerte  auftretenden  geradlinigen  Gebilde  enthält,  so  müssen 
diejenigen  geometrischen  Eigenschaften,  welche  aus  der  Unter- 
suchung dieser  Gleichung  hervorgehen,  allen  Linien  dieser  Art  ge- 
meinschaftlich angehören.  Zur  Vervollständigung  der  aus  der  spe- 
ziellen Betrachtung  der  Kegelschnitte  bereits  bekannten  Eigen- 
schaften mögen  noch  die  folgenden  Erörterungen  hinzutreten. 

Die  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  in  ihrer  allgemeinsten 
Form,  nämlich  in 

o^^x-  +  2aio,r//  +  2a^^x  +  o.,.yf  +  2^03?/  +  «33  =  0 
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die  sechs  beständigen  Größen  a^j,  a^.,^  .  .  .  a.y^  enthält,  läßt  sich, 
wenn  man  beiderseitig  durch  eine  dieser  sechs  Größen  (die  jedoch 
von  Null  verschieden  sein  muß)  dividiert,  immer  so  umgestalten, 
daß  sie  nur  noch  von  fünf  Konstanten,  nämlich  von  fünf  der 
zwischen  den  Koeffizienten  bestehenden  Verhältnisse,  abhängig  ist. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Koordinatenachsen  seien,  was  immer 
möglich  ist,  so  gelegt,  daß  der  Koordinatenanfang  nicht  mit  einem 
Peripheriepunkte  zusammenfällt,  so  dürfen  in  l)  nicht  o:  und  ij 
gleichzeitig  verschwinden:  es  muß  also  ein  von  x  und  y  freies 
Glied  vorhanden  sein.  Wird  ditix'h  ilieses  dividiert,  und  zur  Ab- 
kürzung 

—  =  f«,       ^'-  =  &,         '*  =  c,         "  =  d.        "  ==  ( 

^ns  ^SS  '*S3  "äs  ^3i 

gesetzt,   so   geht  Nr.  l)   in   die   Gleichung 

2)  ((.<:-  +  2h  xy  +  2  ex  +  chf  +  l>r//  +1=0 

über,  welche  nur  noch  die  fünf  beständigen  Größen  a,  6,  c,  d.  ( 
enthält.  Soll  nun  diese  Gleichung  für  eine  bestimmte  Linie  zweiten 
Grades  gelten,  so  müssen  die  darin  enthaltenen  Konstanten  ent- 
weder unmittelbar  ihrem  Zahhverte  nach  bekannt  sein,  oder  man 
muß  sie  aus  gegebenen  Bedingungen  berechnen  können,  wozu 
bekanntlich  fünf  voneinander  unabhängige  Bedingungsgleichungen 
nötig  sind.  Wählen  wir  z.  H.  zur  näheren  Untersuchung  den  Fall, 
daß  die  Linie  durch  fünf  gegebene  Peripheriepunkte  hindurch- 
gehen soll,  so  kommt  es  hierbei  nur  dai'auf  an,  die  fünf  Koeffi- 
zienten «,  b,  c,  r7,  c  so  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichung  '2) 
durch  die  Koordinaten  eines  jeden  der  fünf  gegebenen  Punkte  be- 
friedigt wird. 

Ist  x^y^  einer  dieser  fünf  Punkte,  und  denken  wir  uns.  wo- 
durch der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  kein  Abbruch  geschieht, 
das  Koordinatensystem  so  gelegt,  daß  für  die  aufzusuchende  Linie 
eine  Gleichung  von  der  Form  2)  Anwendung  finden  kann,  so  nuili 
dieser  Gleichung  Genüge  geschehen,  wenn  in  ihr  .r  mit  x^  und  y 
mit  //,  vertauscht  wird.  Man  hat  also  für  die  Unbekannten  n,  l>. 
(\  d  und   ('  die  Bedingung: 

ax^'  +  2hx^y^  +  2vx^  +  dy{'  +  2vy^  -j-  1  =  0. 

ihircli  jeden    andern    gegebenen   Punkt    wird   hierzu   eine   Gleichung 
dei'sclbi'n    l'orni.    mit    denselben    Konstanton     und     nur    cjeändorteu 
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Werten  von  x  und  v/,  gci'ügt;  l'ünf  i'uukte  reichen  also  aus,  die 
gesuübtcn  Koeftizientoii  /u  bestimmen.  IJeachten  wir  nun,  daß 
alle  liierzu  aufgestellten  Gleichungen  in  Beziehung  auf  ihre  Unbe- 
kannten vom  ersten  Grade  sind,  so  folgt,  daß  jede  dieser  Größen 
einen  reellen  und  eindeutigen  Wert  erhalten  muß,  vorausgesetzt, 
daß  die  gegebenen  Gleichungen  voneinander  unabhängig  sind. 
Hieraus  folgt:  Zur  Bestimmung  einer  Kurve  zweiten  Grades 
sind  im  allgemeinen  fünf  Peripheriepunkte  nötig  und 
ausreichend;  zwei  Kegelschnitte  können  also,  ohne  zu- 
sammenzufallen, nicht  mehr  als  vier  Punkte  gemein  haben. 

Verfährt  man,  um  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  zu  er- 
mitteln, welcher  durch  fünf  Punkte  hindurchgehen  soll,  in  der 
angegebenen  Weise,  so  lassen  sich  durch  geschickte  Wahl  des 
Koordinatensystems  noch  mancherlei  Eechnungsabkürzungen  an- 
bringen; dessenungeachtet  bleibt  die  Operation  nicht  frei  von  Weit- 
läufigkeiten. Ein  anderes  Verfahren  zur  Lösung  der  erwähnten 
Aufgabe  liefert  die  folgende  Betrachtung. 

Werden  die  Gleichungen  zweier  Linien  zweiten  Grades  durch 
Addition  verbunden,  nachdem  vorher  die  eine  dieser  Gleichungen 
mit  einem  unbestimmten  Faktor  multipliziert  wurde,  so  entsteht 
Avieder  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  von  denselben  x 
und  >j  befriedigt  wird,  die  den  beiden  ersten  Gleichungen  Genüge 
leisten.  Die  durch  die  neue  Gleichung  dargestellte  Linie  muß 
daher  durch  alle  diejenigen  Punkte  gehen,  welche  den  beiden  ersten 
Linien  gemein  waren.  Um  diese  Bemerkung  zur  Lösung  der  jetzt 
in  Rede  stehenden  Aufgabe  nutzbar  zu  machen,  nämlich  die  Gleich- 
ung eines  Kegelschnittes  zu  finden,  welcher  durch  fünf  gegebene 
Punkte  hindurchgeht,  ist  es  nur  nötig,  daß  man  zwei  Gleichungen 
zweiten  Grades  aufstellen  kann,  welche  für  vier  dieser  Punkte 
Geltung  haben.  Die  angegebene  Operation  liefert  dann,  solange 
der  eingeführte  Faktor  unbestimmt  bleibt,  den  allgemeinen  Aus- 
druck für  die  Gleichungen  aller  Kegelschnitte,  welche  durch  diese 
vier  Punkte  gelegt  werden  können.  Schließlich  hat  man  über 
den  unbestimmten  Faktor  so  zu  verfügen,  daß  auch  der  fünfte 
Punkt  von  der  Gleichung  getroffen  wird.  Wii-  wollen  diese  Rech- 
nimcf  durchführen,  indem  wir  dabei  den  Koordinatenachsen  eine 
solche  Lage  geben,  daß  die  Resultate  möglichst  vereinfacht  werden. 

Einer  der  gegebenen  Punkte,    den  wii'  P^  nennen  wollen,   sei 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  I.  7.  Aufl.  13 
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KoordiuatenanfaBg,  ein  zweiter,  Pg?  ü^ge  in  der  jc -Achse  mit  den 
Koordinaten  a  und  0.  Durch  den  dritten  Punkt  Pg  werde  die 
;?/ -Achse  gelegt,  seine  Koordinaten  sind  0  und  6;  der  vierte  Punkt 
P4  hat  die  Koordinaten  m  und  n.  Die  Gleichung  der  Geraden  P2P4 
lautet  dann  (vgl.  §  5  Nr.  10): 

y  = (x  —  a)    oder    nx  -r  ('/  —  m) y  —  att  =  0, 

und  die  von  P-^P^. 

y  —  6  = X    oder    (6  —  n)x  -\-  my  —  h ui  =  0. 

Durch  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  den  für  die  Koor- 
dinatenachsen geltenden 

X  =  0     und     y  =  0 
ergibt  sich 

3)  X  { nx  +  (a  —  m)  y  —  an\  =  0 

als  Gleichung  zweiten  Grades  für  das  System  der  beiden  Geraden 
P^P.^  und  P.,P^,  und 

4)  y{{b  —  ^0  X  -{-  »ly  —  &  »* }  =  0 

für  das  System  der  Geraden  PiP»  und  P3P4.  Die  beiden  Gleich- 
ungen 3^  und  4)  werden  von  allen  vier  Punkten  befriedigt:  die 
Gleichung 

5)  x{nx-{-  {a  —  m)  y  —  ati}-{-  ^y  {(l>  —  i>)x-\-  my  —  &»«)  =  (>. 

in  welcher  X  einen  beliebigen  endlichen  Faktor  bedeutet,  drückt 
daher  eine  beliebige  Linie  zweiten  Grades  aus,  welche  durch  die- 
selben vier  Punkte  hindurchgeht.  Soll  nun  diese  Linie  noch  einen 
fünften  Punkt  enthalten,  in  welchem  x=2)  und  y==q  ist,  so  muß  auch 
j)  {  vj)  +  («  —  ni)  q  —  an}-\-  Xq  {[l>  —  a)}'  +  »' q  —  bm}  =  0 

sein,  woraus  in  Verbindung  mit  ö)  der  unbestimmte  Faktor  X  ent- 
fernt werden  kann.     Setzen  wir  zur  Abküi'zung 

P  =  p  [  np  +  ( a  —  m)  q  —  a  «  } , 

^  =  g  { (fe  _  n)p  +  mp  —  hm\, 

so  erhält  der  gesuchte  Kegelschnitt  die  Gleichung: 

6)  Qx  {nx-\-  (a  —  m)  y  —  an]  —  Py\  [h  —  n^  x  -f  >ny  —  bni  \  =  l». 

Hierin  kann  nach  Potenzen  von  x  und  y  geordnet  und  durch  An- 
wendung  der   für  die  einzelnen  Linien  zweiten  Grades  gefundenen 
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UnterscheidunjTsmerkmalc  in  jedem  einzflneii  FiiUe  entschieden 
werden,   wolclie   besondere   Art    der  Kegelschnitte  in   Frage  kommt. 

AVenii  y.n  der  (Ueichung  5),  welche  den  allgemeinen  Ausdruck 
für  die  rrleichungen  aller  Linien  zweiten  Grades  enthält,  die  durch 
die  Punkte  Pj,  P^,  Pg  und  Pj  hindurchgehen,  irgend  eine  Be- 
dingungsgleichung tritt,  mittels  deren  der  unbestimmte  Faktor  l 
einen  bestimmten  Wert  erhält,  so  wird  hierdurch  der  fünfte  Peri- 
pheriepunkt ersetzt.  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  die  Linie 
eine  Parabel  sein  soll,  indem  dann  die  Bedingung  J  =  0  oder 
^12  ^  '^11  ^'i2  i'^S^-  §  •■^2)  erfüllt  werden  nniü.  Wir  erkennen  hieraus, 
daß   zur  Bestimmung  einer  Parabel  vier  Punkte  ausreichen  müssen. 

Wird  Nr.  5)  nach  Potenzen  von  x  und  y  geordnet,  so  ent- 
steht die  Gleichung: 

7)  nx^  -\-  I  a  —  VI  -\-  k{b  —  n)  ]  xy  —  anx  -\-  Inuß  —hmXy  =  0, 

welche  nur  dann  einer  Parabel  angehören  kann,  wenn  der  Bedingung 

(a  —  m-\-X(b  —  n)]^ 

I 2 )    =^*"" 

oder 

8)  X^-  {b  -  )if  +2X{{a-  m)  {b  -  n)  -  2  mu  }-\-(a-  mf  =  0 

Genüge  geleistet  Avird.  Da  diese  letzte  Gleichung  quadratisch  ist, 
so  läßt  sie  zwei  Werte  von  k  zu  und  führt  zu  dem  Satze:  Durch 
vier  Punkte  können  im  allgemeinen  zwei  Parabeln  gelegt 
werden.  Damit  jedoch  diese  Werte  reell  und  verschieden  sind, 
muß   die  Bedingung 

{ (a  —  m)  {b  —  )i)  —  2  )n  n  }  ^  —  (a  —  mf  (b  —  n'f  >  () 

erfüllt  werden.     Nach  einigen  einfachen  Umformungen  folgt  hieraus: 

■imn(bm  -\-  an  —  ab)  >  0. 

Da  es  nun  stets  möglich  ist,  das  Koordinatensystem  so  zu  legen, 
daß  rt,  b,  m  und  n  positive  Größen  darstellen,  so  können  wir 
unter  Voraussetzung  dieser  Lage  der  Koordinatenachsen  in  der 
letzten    Ungleichung    durch    -iabmif    dividieren;    dann    ergibt    sich: 

"'+f>i. 

a  0 

Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  daß  die  Gleichung 


a         0 


13' 


19(3  Achtes  Kapitel.     Die  Linien  zweiten  Grades. 

Geltung  findet,  sobald  der  Punkt  I\  in  der  Geraden  I\I\  gelegen 
ist,  kann  hieraus  leicht  hergeleitet  werden,  daß  die  beiden  Parabeln 
nur  dann  müglich  sind,  wenn  sich  P^  außerhalb  der  Fläche  des 
Dreieckes  befindet,  welches  die  drei  andern  gegebenen  Punkte  zu 
Eckpunkten  hat.  —  Der  Fall,  in  welchem  die  Gleichung  8)  zwei 
gleiche  reelle  Wurzeln  besitzt,  führt  auf  die  Bedingung 

m         n 

läßt  aber  keine  Parabel  zu,  weil  dann  dr<'i  der  gegebenen  Punkte 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Durch  vier  Punkte  sind  also  immer 
zwei  Parabeln  bestimmt,  sobald  nur  diese  Punkte  eine  solche  Lage 
haben,  daß  sie  sich  auf  einer  Parabelperipherie  befinden  können: 
hierzu  muß  jeder  einzeln  außerhalb  des  zwischen  den  drei  andeni 
Punkten  enthaltenen  Dreieckes  gelegen  sein. 

Beachten  wir,  daß  in  der  für  die  Parabel  geltenden  Bedingungs- 
gleichung /i  =  0  auch  der  Fall  eines  Systems  zweier  parallelen 
Geraden  eingeschlossen  ist,  so  ergibt  sich  sofort,  daß  bei  besonderer 
Lage  der  vier  gegebenen  Punkte  die  Parabeln  auch  in  parallele 
Gerade  übergehen  können.  Nur  eine  Parabel  iind  ein  System 
paralleler  Geraden  ist  daher  möglich,  wenn  die  vier  Punkte  die 
Eckpunkte  eines  Trapezes  bilden;  keine  Parabel  läßt  sich  durch 
die  vier  Punkte  legen,  dafür  aber  können  zwei  Systeme  paralleler 
Geraden  konstruiert  werden,  wenn  die  Punkte  mit  den  Eckpunkten 
eines  Parallelogrammes  zusammenfallen. 

Als  Endresultat  der  vorhergehenden  Erörterungen  haben  wir 
die  Steigerung  zu  bemerken,  welche  sich  im  Gebiete  der  Kui-veu 
zweiten  Grades  rücksichtlich  der  Anzahl  ihrer  bestimmenden  Peri- 
pheriepunkte zeigt.  Während  durch  drei  Puukto  ein  Kreis  gelegt 
werden  kann,  bestimmen  vier  Punkte  zwei  Parabeln,  fünf  Punkte 
jeden  Kegelschnitt  überhaupt,  also  im  besonderen  Ellipse  und 
Hyperbel. 

§  o.').    Projektive  Stralilbüschel  und  Punktreihen. 

Der  im  vorigen  Abschnitte  eingeschlagene  Weg  läßt  sich  noch 
nach  einer  andern  Richtung  hin  fortsetzen  und  führt  dabei  auf 
eine  Reihe  fruchtbarer  Sätze  und  geometrischer  Konstruktionen  für 
allgemeine  Aufgaben  über  Kurven  II.  Ordnung. 

Um    einen  Kegelschnitt    zu   erzeugen,    der    die   '(\\\\{  Punkte    1, 
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2,  3,  4,  5  cuthült,  verbinde  man  1  sowie  2  mit  3,  4,  5;  die 
Nomialgleichungen  der  Geraden  13,  14,  23,  24  seien  der  Reihe 
nach 

1\  =  <N     ^2  =  0,     S,  =0,     ^2  =  0; 
die  Gleichungen  von   15  und   2')  ergeben  sich  dann   zu 
Ti  —  m7'2  =  0,     i'i  —  nS^  =  0, 

für  ganz  bestimmte  Werte  der  Zahlen  ni  und  n.  Die  Gleichung 
zweiten  Grades 

1)  ti'J'i'^2  —  '"^2'^\  =^  0 
befriedigen  die  Punkte 

Tj  =  0,     Tg  =  0,  d.  i.  der  gegebene  Punkt   1, 

"l  ^^  '^S   *-2  ^   '  "  "   "      "        V  -1 

-'l  ^^  '-'?   '^l  ^^^  ^^1     11    11      11  11  11  "' 

T   =  O       S   ^  0  4 

-'2    ^1  2      1     11     11       11  11  11  ^1 

1^  =  mT.2,      bj  =  HOj,  „  „  „     „      „   o. 

Folglieh  ist  l)  die  Gleichung  des  durch  die  gegebenen 
Punkte  eindeutig  bestimmten  Kegelschnitts. 

Es  ist  leicht,  weitere  Strahlen  der  Büschel  1  und  2' anzugeben, 
die  sich  in  Punkten  des  Kegelschnitts  begegnen.  Irgend  ein  be- 
liebiger Strahl   des  Büschels   1    hat    eine   Gleichung  von  der  Form 

2)  T=2\-XniT,  =  0, 

Avobei  jedem  Strahle  dieses  Büschels  ein  ganz  bestimmter  "Wert  der 
Zahl  A  zukommt.  Setzt  man  nun  die  aus  2)  folgende  Beziehung 
Ty  =  XmT^  in  l)  ein,  so  ergibt  sich  eine  Gleichung,  die  erfüllt 
ist,  wenn  l)  und  2)  gelten,  die  also  von  den  Schnittpunkten  von 
1)  und   2)  befriedigt  Avird.      Man  erhält 

mT^  (knS.,  —  Sj^)  =  0. 

Hiernach  muß  für  diese  Schnittpunkte  entweder  der  erste  Faktor, 
oder  der  zweite  verschwinden.  Die  erste  Voraussetzung  führt  in 
Verbindung  mit  2^  auf  den  Punkt  1,  lehrt  also  nichts  neues.  Die 
zweite  ergibt 

3)  .S'i  —  X)iS.-,  =  0 

und  lehrt:  Je  zwei  Strahlen  der  Büschel  1  und  2,  die  für 
denselben   Wert  von  X  die   Gleichungen 
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T=I\  —  ImT^  =  0     und     -S'  ^  6\  —  InS,  =  0 

haben,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts 

nl\S^  —  mT^S^  =  0. 

Wir  wollen  die  Strahlen  2)  und  3)  als  entsprechende  Strahlen 
der  Büschel  1   und  2  bezeichnen.     Sie  stehen  mit  den  Strahlen 

T^  =  0,      T.,  =  0,     y'a  =  7\  —  m2\  =  0 
und 

aS'i  =  0,      62  =  0,      .S3  =  6'i  —  )t  >%   =  0 

in  einem  einfachen  geometrischen  Zusammenhange:  nach  dem  vor- 
letzten Abschnitte  des  §   7  ist  nämlich 

sm  T7,  ~     '"'      sin  T,  T,_   ~  *"' 

sin  SiS  sin  S^  S^    

sin  SS^  ~     ''        sin  ;^j   ~  **' 
folglich  ist 

sin  T^  T  ^  sinT,  T^   _  sin  S^  S  ^  sin  S,  S^  _ 
sin  TT,  •  smYs  T,   ~  'sinSS^  '  sin  S^S»  ~ 

Die  Zahl 

sin  Ti  T  _  sin  T,  7;  . 
'sin  TT;  '  sin  7;  T, 

bezeichnet  man  als  das  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen 
T.^1\1\T.  Wir  können  daher  sagen:  Wenn  die  Strahlen  T 
und  S  sich  in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  treffen, 
so  haben  sie  mit  den  Grundstrahlen  T^T^T.^  bez.  S^S^S.^ 
das  gleiche  Doppelverhältnis;  und  umgekehrt:  Je  zwei 
Strahlen  der  Büschel  1  und  2,  die  mit  den  Grundstrahlen 
T.yl\l\  bez.  S-^S^S.^  dasselbe  Doppelverhältnis  haben,  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts. 

Wenn  zwei  veränderliche  Strahlen  T  und  N  der  beiden 
Büschel  1\T.^2\  und  Sj^S^S^  einander  so  zugeordnet  werden,  daß 
sie  mit  den  Grundstrahlen  dasselbe  Doppelverhältuis  haben,  so  wird 
dadurch  eine  eindeutige  Beziehung  der  Strahlen  der  beiden  Büschel 
hergestellt,  die  man  als  projektive  Verwandtschaft  bezeichnet. 
Unter  Benutzung  dieses  Begriffs  ergeben  sich  sofort  die  wertvollen 
Sätze:  Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
zweier  projektiven  Büschel   ist   ein   Kegelsolinitt:   und   um- 


S  'iii>.    Projektive  .strublbüscliel  uud  Punktreiheu.  199 

gekehrt:  Die  Punkte  jedes  Kegelschnitts  werden  mit  irgend 
zwei  Punkten  des  Kegelschnitts  durch  entsprechende 
Strahlen   zweier  projektiven   Büschel   verbunden. 

Die  Aufgabe:  Einen  Kegelschnitt  durch  fünf  gegebene 
Punkte  zu  legen,  ist  hiermit  auf  die  andere  zurückgeführt:  Bei 
zwei  projektiven  Strahlbüscheln  (T-^T^T^  und  S^S^S^  zu 
jedem  Strahle  T  des  einen  Büschels  den  entsprechenden 
des  andern  zu  zeichnen. 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe,  die  wir  kurz  als  die  Er- 
gänzung zweier  projektiven  Büschel  bezeichnen  wollen,  gelingt 
leicht,  wenn  man  zunächst  zwei  projektive  Büschel  in  geeignet 
vereinfachter  Lage  in  Betracht-  zieht. 

Bei  den  Büscheln  T^T.^T.^T  und  S^S^S-^S  entsprechen  offen- 
bar die  Strahlen  T^,  Tg,  Tg  der  Reihe  nach  den  Strahlen  <S\,  S^,  S^\ 
diese  drei  Paare  gehen  nämlich  aus  den  allgemeinen  Gleichungen 
zweier  entsprechenden  Strahlen  2)  und  3)  hervor,  wenn  man  der 
Zahl  A  der  Reihe  nach  die  besonderen  Wei-te  0,  oo,   1   erteilt. 

Nimmt  man  nun  an,  zwei  Büschel  hätten  die  besondere  Lage, 
daß  1\  und  .S\  dieselbe  Gerade  sind  (alsdann  müßte  also  der 
Punkt  3  mit  den  Punkten  1  und  2  auf  einer  Geraden  liegen),  so 
kann  man  in  der  Kegelschnittsgleichung 

die  lineare  Funktion  S^  durch  2\  ersetzen;  die  Gleichung  der  Kurve 
geht  dann  über  in 

T,(v^S,  -mT2)  =  0, 

und   wird  erfüllt,  sobald  füi'  sich 

Tj  =  0     oder     nS^  —  /«jf^  =  0. 

Dies  lehrt:  Wenn  bei  zwei  projektiven  Büscheln  der 
Strahl,  der  die  beiden  Büschelträger  (d.  i.  die  Punkte  1  und  2) 
verbindet,  sich  selbst  entspricht,  so  zerfällt  der  durch 
die  Büschel  erzeugte  Kegelschnitt  in  zwei  Gerade,  deren 
eine  die  A'erbindungslinie  der  Träger  ist. 

Zwei  so  gelegene  projektive  Büschel  nennt  man  perspektiv 
(bez.  in  perspektiver  L age);  daher  gilt:  Wenn  zwei  projek- 
tive Büschel  perspektiv  liegen,  so  schneiden  sich  je  zwei 
entsprechende   Strahlen  in  Punkten   einer  Geraden. 
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Fig.  48. 


Umgekehrt:  Wenn  die  entsprechenden  Strahlen  zweier 
Büschel  sich  in  Punkten  einer  Geraden  schneiden,  so  sind 

die  Büschel  projektiv. 

Man  kann  diesen  Satz  leicht  indii-ekt 
beweisen;  wir  ziehen  aber  folgenden 
Beweis  vor. 

Wenn  man  das  Strahlbüschel 
T^T,T/T  (Fig.  48)  durch  eine  beliebige 
Gerade  schneidet,  die  die  Strahlen  der 
Reihe  nach  in  den  Punkten  P^  P^  Pg  P  trifft, 

so  teilen,  wie  man  mit  Hilfe  von  §  ö,  12  leicht  erkennt,  Pg  und  P 

die  Strecke  P^P^   in  den  Verhältnissen 

Das  Doppelverhältnis  dieser  vier  Punkte  ist  daher 


Fig.  49. 


Ebensogi-oß   ist   das  Doppelverhältnis    der  vier  gegebenen  Strahlen. 
Daher    hat    man:    Ein    Strahlbüschel    und   ein   geradliniger 

Querschnitt  sind  projek- 
tiv: d.  h.  irgend  vier  Strah- 
len des  Büschels  haben 
dasselbe  Doppelverhält- 
nis, Avie  die  auf  ihnen 
liegenden  Punkte  des 
Querschnitts. 

Wenn  nun  T^  T,  Jg  T  und 
Äj/S'gS'git'  einen  gemeinsamen  geradlinigen  Querschnitt  P^P:,P^P 
haben  (Fig.  49),  so  haben  beide  das  Doppelverhältnis  dieses  Quer- 
schnitts, sind  daher  projektiv. 

Um  nun  die  Büschel  T^T^1\  und  .^i^o-S  (^ig-  ^O)  projektiv 
zu  ergänzen,  legen  wir  von  einem  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen,  z.  B.  von  C  aus  zwei  geradlinige  Querschnitte  durch 
beide  Büschel.  Um  die  Figur  nicht  unnötig  zu  überladen,  wollen 
wir  hierzu  CE  und  CD  nehmen.  Das  Büschel  '1\  T^  J\  erzeugt 
auf  CE  den  Querschnitt  CFE,  das  andere  •^i'.^'.Sg  erzeugt  auf  C7) 
den  Querschnitt  CDG.     Den  Punkt  II.  den  die  je  zwei  entsprechende 


§  35.    l'rujt'ktive  Stniblbii.schol  uud  l'unktreihen. 
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l'unkte  DF  und  KF  dieser  Querschnitte  verbindenden  Strahlen  T^ 
und  S^  gemein  haben,  nehmen  wir  zum  Trä^'er  eines  Hilfsbüscliels  U^, 
UA^T.l  fJ,{  S,).  Be- 
stimmen  wir  zia  einem  be- 
liebigen Strahle  U  dieses 
Büschels  die  Querschnitte  / 
und  K,  so  sind  ÄJ  ^  T 
und  BK^^  S  zwei  ent- 
sprechende Strahlen.  Denn 
die  Büschel  TJViyr  und 
«S'^iVgiSgiS' haben  ott'enbar  das- 
selbe  Doppelverhältnis    wie 

Man  übersieht  sofort, 
wie  man  durch  Vermittelung 
des  Büschels  H  zu  jedem 
Strahle  des  Büschels  A  den 
entsprechenden  des  B  finden 
kann  und  umgekehrt. 

Der  Schnittpunkt  P  der  entsprechenden  Strahlen  AJ  und  BK 
ist  ein  Punkt  des  durch  die  fünf  Punkte  ABCDE  bestimmten 
Kegelschnitts,  der  vollständig  erzeugt  wird,  wenn  ein  Strahl  um 
A  eine  vollständige  Drehung  beschreibt,  und  zu  jeder  seiner  Lagen 
der  entsprechende  Strahl  des  projektiven  Büschels  B  bestimmt  wird. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst:  Einen  Kegelschnitt  zu 
zeichnen,  von  dem  fünf  Punkte  gegeben  sind. 

Hieran  schließt  sich  zunächst  folgende  wichtige  Aufgabe:  Aus 
fünf  gegebenen  Punkten  eines  Kegelschnitts  die  beiden. 
Punkte  zu  konstruieren,  in  denen  er  von  einer  beliebigen 
Geraden  geschnitten  wird.  Wir  ergänzen  wieder  die  Büschel 
TjT^Tg  .  .  .  und  iS'jjSg/Sg  .  .  .  (Fig.  51)  und  bemerken  die  Punkte 
1,  2,  3  .  .  .  l'  2'  3'  .  .  .  in  denen  sie  von  l  diu'chsetzt  werden.  Er- 
zeugt man  den  Punkt  B'  so,  daß  die  Winkel  l'B'2'  und  l'_B'3' 
der  Reihe  nach  den  Winkeln  lJ.2  und  lAo  gleichen,  und  er- 
gänzt die  Büschel  A  und  B'  so,  daß  entsprechende  Strahlen  T 
und  T'  mit  T^  bez.  T^'  gleiche  Winkel  bilden,  so  sind  die  Büschel  A 
und  B'  kongruent,  mithin  auch  projektiv.  Dreht  man  das 
Büschel  B'  um  den  Winkel   TT,   sodaß   T   mit  T  gleichgerichtet 
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Fig.  51. 


wird,  so  erhalten  wegen  der  Konginienz  auch  alle  andern  Paare 
entsprechender  Strahlen  die  gleiche  Richtung:  hieraus  folgt  sofort 
die  Gleichheit  der  Winkel 

T,  7/  =  T,T^^  =  T^T-l  =  TT'  =  ■■  : 
Dies    ergibt:     Zwei    kongruente    Büschel    von    gleichem 
Drehungssinne    erzeugen    einen    Kreis    als    Ort    der   Schnitt- 
punkte    entsprechender 
Strahlen. 

Die  Büschel  B'  und 
B  ergänzen  wir  in  der 
Weise,  daß  entsprechen- 
de Strahlen  sich  auf  7 
schneiden:  sie  sind  dann 
projektiv  in  perspektiver 
Lage.  Die  Strahlen  von 
A  und  B,  die  demselben 
Strahle  B'  entsprechen, 
entsprechen  sich  bei  der 
projektiven  Verwandt- 
schaft von  A  und  B. 
da  B'  mit  diesen  beiden 
Büscheln  projektiv  ist. 
Die  Punkte  M  und  JS  .  in  denen  /  den  von  den  Büscheln  A 
und  B'  erzeugten  Kreis  trifft,  geben  mit  -4,  B^  tmd  B  verbunden 
entspi-echende  Strahlen  dieser  drei  Büschel,  gehören  also  dem  von 
A  und  B  erzeugten  Kegelschnitte  an,  sind  daher  seine  gesuchten 
Schnittpunkte  mit  /. 

Den  Sti'ahl,  der  von  B  nach  A  geht,  kann  man  als  Strahl 
des  Büschels  B  ansehen,  der  unendlich  nahe  bei  A  vorübergebt: 
ihm  muß  daher  der  Strahl  des  Büschels  A  entsprechen,  der  A 
mit  dem  unendlich  nahe  benachbarten  Punkte  des  Kegelschnitts 
verbindet;  dieser  berührt  den  Kegelschnitt  in  A.  Hierdurch  ist 
die  Aufgabe  erledigt:  In  einem  gegebenen  Punkte  eines 
Kegelschnitts  eine  Tangente  desselben  zu  ziehen. 

Wenn  sechs  Punkte  auf  demselben  Kegelschnitte  liegen  sollen, 
so  muß  zwischen  ihnen  ein  gewisser  geometrischer  Zusaiiunenhang 
bestehen,  den  man  in  verschiedeneu  Formen  ausdi-ückon  kann. 
Wir  haben  z.  B.  soeben  den  sechsten  Punkt  als  den  Schnitt  zweier 


§  35.    Projektive  Strahlbüschol   und  Puuktreilien. 
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ontsprecheuden  Strahk'ii  in  zwei  projektiven  Büscheln  kennen  ge- 
lernt, deren  Verwandtsehaft  durch  die  fünf  andern  Punkte  fest- 
gelegt war;  so  wertvoll  nun  auch  diese  Ausdrucksweise  ist,  so 
darf  man  doch  daran  bemängeln,  daß  die  sechs  Punkte  hier  nicht 
gleichmäßig  auftreten,  indem  die  beiden  Büschelträger  doch  eine 
andere  Eolle  spielen,  als  die  übrigen  vier  Punkte.  Wir  werden 
jetzt  ein  anderes  Kennzeichen  für  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts 
entwickeln,  bei  dem  alle  sechs  Punkte  ganz  gleichmäßig  beteiligt 
sind,  und  das  lange  bekannt  war,  bevor  der  Beginö"  der  projektiven 
Verwandtschaft  auftrat.  Es  ist  von  vornherein  sicher,  daß  es 
möglich  sein  muß,  eines  dieser  Kennzeichen  aus  dem  andern  ab- 
zuleiten; doch  werden  wir  uns"  damit  nicht  befassen. 

Wir  wollen  die  sechs  Punkte  mit  den  Nummern  12  3  4  5  6 
und  die  Gerade  zweier  Punkte  i  und  Je  einfach  mit  ik  bezeichnen, 
ihre  Gleichung  sei  T^.^  =  0. 
Man  kann  )ii  und  n  immer  so 
wählen,  daß 


wT, 


T,,  =  0 


^«  =  0 


und 

die  Gleichungen  der  Geraden  16 
und  56  sind.  Unser  Kegelschnitt 
hat  dann  bekanntlich  die  Gleich- 
ung (vgl.  Nr.  1) 

Für   eine    bestimmte   Wahl 
von  a  hat  23  die  Gleichung 

5)  m  Ti2  —  aT.y^  =  0. 
Setzt  man  m  I^,  =  ^  ^20 
ein,  so  erhält  man 


i) 


6) 


nT. 


al\ 


diese  Gleichung  eifüllt  also  der  Punkt  3.  der  4)  und  5)  außer  2 
noch  gemeinsam  ist.  Da  nun  6)  einem  Strahle  des  Büschels  4 
angehört,  so  folgt,  daß  6)  die  Gleichung  von  34  ist.  Wir  haben 
also  die  Gleichungen 


T 


'^) 


IG  =  »»^12 


T3,  ^  n  T,,  -aT^  =  0,     T,,  ^  m  T,,  -  a  T,,  =  0. 
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Bildet  man   hieraus  die  neuen  Gleichungen 

8)  „'£,,+    T,^  =  mnT,,-aT^  =  0, 

9)  aTje  +  nT^^  =  mn'l\^  -  aT^,  =  0, 

so   sieht   man   aus    den   rechten  Seiten,   daß    diese  beiden  Geraden 
identisch  sind;  aus  den  Formen 

10)     <B  =  n  I\,  +  T3,  =  aT,,  -\-nT,,  =  mnT^,  -  aT^  =  0 

erkennt  man,  daß   die   Gerade   ©  =  0  die  drei  Punkte 

-^12  ^^  ^  ih  ^^  '^?  -'23  ^^  -'56  ^  ^1  ^34  ^^  -'16  ^^  ^ 
enthält.  Daher  hat  man  den  Satz:  Die  Gegenseiten  des  einem 
Kegelschnitte  eingeschriebenen  Sechsecks  sehneiden  sich 
in  drei  Punkten  einer  Geraden  (Pascals  Satz);  und  um- 
gekehrt: Wenn  die  Gegenseiten  eines  Sechsecks  sich  in 
Punkten  einer  Geraden  schneiden,  so  ist  das  Sechseck 
einem  Kegelschnitte  eingeschrieben. 

Man  kann  die  sechs  Punkte  dabei  ganz  beliebig  anordnen:  zu 
jeder  Ordnung,  die  nicht  blos  eine  cyklische  Vertauschung  einer 
früheren  ist,  gehört  eine  andere  Gerade  S;  die  Beziehungen  zwischen 
diesen  zahlreichen  Geraden  können  rein  geometrisch,  oder  auch  auf 
Grund  der  Gleichungen  10)  analytisch  entwickelt  werden:  doch 
würde  die  weitere  Verfolgung  dieses  Gedankens  hier  zu  weit  führen. 

Wenn  fünf  Punkte  12  3  4  5  gegeben  sind,  so  hat  man  die 
Gegenseiten  12  und  45,  und  damit  einen  Punkt  der  Geraden  @; 
nimmt  man  die  Richtung  16  beliebig  an,  so  kennt  man  auch  den 
Schnitt  16,  34,  daher  die  Gerade  (2;  da  nun  56  und  23  sich 
auch  auf  @  schneiden,  so  muß  56  durch  den  Schnitt  von  23  und 
(S  gelegt  werden;  aus  16  und  56  ergibt  sich  6  als  Schnittpunkt 
dieser  Geraden.  Dies  ist  die  einfachste  Konstruktion  des  Kegel- 
schnitts aus  fünf  Punkten. 


§  36.  Tangenten,  Pol  und  Polare  an  Kurven  zweiter  Ordnung. 
Wir    beantworten    zunächst    die    Fi'age:    In    welchen    Ver- 
hältnissen  wird   eine  gegebene  Strecke  PjP.,   durch  einen 
gegebenen  Kegelschnitt 

«11  rc-  +  2ai2aw/  +  '■2a^^x  +  </.,,.  J/  +  '^a^^ij  +  «733  =  0 
sreteilty 


2) 
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Ist   V   einer    der   ScIiiuitpuukLc    und    teilt   P  die   Strecke   i\l'^ 

im   Verhältnisse  A«  :  Aj,  so  ist  bekanntlich 

1,  x,  +  Kx^_  ^  A,  y,  +  X^y._ 

^  Ai  +  A,       '        ''  Aj  +  A, 

Diese  Werte    müssen  der  Kurveugleichung  genügen:    setzt  man   sie 
ein,  so   ergibt  sich 

[       («11  ^\   +  2  ai2  a^i  2/i  +  2  «13^1  +  «22  ?/,  ^  +  -'  «23?/i  +  «33)  •  ^1^ 

+  "23  bl   +^2]  +  «33) -^1^2 
l  +Kl'%^+-''l2%'.'/2  +  2''l3-^'2  +  ^'22.'/2"  +  2a232/2  +  ^'33)-A2^  =  0. 

Wir  wollen  der  XJbei'sichtlichlceit  wegen  die  Bezeichnungen  A'erwenden: 
F  {xy)  =  a^^x^  +  '^a^^xy  +  2013a;  +  (hj,y-  +  •la.-,.^y  +  «33, 
Fl  {xy)  =  «1,^  +  ^'12^  +  «13' 

-f'2  (^2/)  =  ai%X    +  «222/  +  «23' 
i\  ipy)  =  «13«    +  «23 y  +  «33- 

Die  Gleichung   l)  erscheint  dann  in  der  kürzeren  Form 

3)  (Fx,y,)-l,'+2  {  F,{x,y,)-x,  +  F^(x,y,)-y,^l\{x^y;)]-X,l, 

+  F  {x.^y^J  ■  A,-  =  0. 
Hierbei  ist  noch  die   IJoziehung  bemerkenswert 

4)  I  -2^1(^1^/1)  •  *2  +  l'\{^\yi)  ■  2/2  +  ^3(«^i2/i) 

[  =  F^ (x^y^)  ■  x^  +  ^2(^2^2)  •  2/1  +  Fi{x^jj^\ 
deren  Richtigkeit  man  dui'ch  Ausrechnen  leicht  erkennt. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  der  Punkt  P^  sei  auf  dem  Kegel- 
schnitte gelegen,  so  spricht  sich  dies  algebraisch  durch  die  Gleich- 
ung aus 

n^iVt)  =  0. 

Die  Gleichung   3)   geht  dadurch  über  in 
2  { F^  {xiyi)  x.^  +  F^  {x^y^)  y^  +  F^  {x^y^) }  A^Ag  -f  F  {x^ij^)  Ag^  =  0. 
Sie  hat  eine  Wurzel  Ag  =  0,  und  dieser  Wert  führt  auf  den  Punkt  P^ 
zurück.      Die   andere   Wurzel  folgt  aus 

^)  {Fx{xxy^X-^  +  F^{x^y^)y^  +  F^{x^y^)]  -Ix^Fix-^y.^  ■  A,  =0. 
Soll  nun  P^Po  eine  Tangente  der  Kurve  sein,  so  darf  diese  Gleichung 
keinen  von  P^  verschiedenen  Schnittpunkt  ergeben,  es  muß  also 
Po  so  gewählt  werden,  daß  das  Glied  mit  A^  in  5)  verschwindet, 
d.  i.  es  müssen   die  Koordinaten  von  P,  die  Gleichung  erfüllen 

6)  ^1  (-^'i^i)  • «  +  ^2 K2/1 '  • .'/  +  ^3 (^'i Hl)  =  ^- 
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Diese  Gleichung  ist  linear,  sie  stellt  also  eine  Gerade  dar;  auf 
ihr  liegt,  wie  vorauszusehen  war,  der  Punkt  P^;  denn  es  ist,  wie 
man  durch  Ausrechnen  sofort  sieht, 

7)  I\(xy)  ■  X  +  F.Jxy)  •  y  +  F^{xy)  =  F(xy), 
also  insbesondere 

^iK^/i)  •  ^1  +  F^ix^yj)  ■  7/i  +  F^ix^y^)  =  Fix^y^)  =  0. 

Wird  irgend  ein  Punkt  dieser  Geraden  mit  P,  verbunden,  so  erhält 
man  immer  A\'ieder  die  Gerade  selbst;  folglich  ist 

8)  F^ (x^y^)  ■  X  +  F^(x^y^)  ■  y  +  F^^x^y^)  =  0 
die  Gleichung  des  Tangente  der  Kurve 

F{xy)  =  0 
im  Kurvenpunkte  x^y^. 

Die  Tangentengleichung  ist  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt ; 
denn  die  Koeffizienten  Fi(xiyi),  F^{x^y^,  ^3(^1^1)  sind  im 
allgemeinen  eindeutig  bestimmte  Zahlen.  Nur  in  dem  Falle  wird 
dui'ch  die  Gleichung  8)  nichts  über  den  Punkt  xy  ausgesagt,  wenn 
sämtliche  drei  Koeffizienten  verschwinden,  also  wenn  Pj  auf  der 
Kurve  so   gewählt  werden  kann,   daß 

Fiix^Vi)  =  »11%  +  'hiVi  +  «13  =  0, 

9)  J^sKi/l)  =  «12%  +  «222/1  +  «23  =  ^1 

Fäixiijj)  =  a^^Xj^  +  «23^1  +  «33  =  0. 
Diese    drei  Bedingungungen   sind   ausreichend.      Denn   aus   7)   folgt, 
daß    sie    die    Gleichung  F^x^y^)  =  0    zur  Folge    haben.     Wenn  es 
also  einen  Punkt  gibt,  der  den  Gleichungen  9)  genügt,  so  liegt  er 
auf  dem  Kegelschnitte. 

Die  Gleichungen  9)  stimmen  mit  §  ol.  .">)  und  'i)  überein.  nur 
daß  dort  u,  v  statt  rr,  y  steht;  hieraus  folgt,  daß  der  Verein  9")  nur 
bestehen  kann,  wenn  D  =  0  ist,  wenn  also  die  Gleichung  F(^xy)  =  0 
nicht  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung,  sondern  ein  Geraden- 
paar darstellt;  der  Punkt,  für  welchen  alsdann  die  Tangente  un- 
bestimmt bleibt,  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden   (leraden.   — 

Es  liegt  nahe  zu  fragen,  welche  geometrische  Bedeutung  der 
Geraden 

Fiiociy^)  ■  X  +  i-U-'u'/i)  • .'/  +  F^{x^y,)  =  0 
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zukommt,  wenn  man  die  N'oraiissetzung  fallen  liilit ,  daß  J\  auf 
der  Kurve  liegen  soll,  und  unter  Pj  einen  ganz  beliebigen  Punkt 
der  Kbene  versteht.  Wir  gehen  hierzu  hesser  auf  die  Gleichung  3) 
zurück.     Unter  der  Voraussetzung  (vgl.  auch   1) 

1 0)  J*\  {x^  7/i )  •  a:2  +  Fg  (xi  y^)  •  y^  +  F^  (xi  y^) 

=  ^1(^2^2)  •  ^1  +  -f  2(^2^2)  •  ?Ji  +  -f  3(^2^/2)  =  <^ 
vereinfacht  sich  die  Gleichung  3)   zu 

F{x,y,)  ■  Ai^  +  F{x,ij.^  ■  k,'  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  für  das  Teilverhältnis  k^  :  k^  rein  (jua- 
dratisch,  liefert  also  zwei  Kurvenpunkte,  die  mit  P^  Pg  in  Harmonie 
sind.  Unter  der  Bedingung  10)  sind  also  die  Punkte  P1P2 
mit  den  Schnittpunkten,  in  denen  der  Kegelschnitt  von 
P^P^  getroffen  wird,  in  Harmonie.  Zwei  solche  Punkte  be- 
zeichnet man  als  in  Harmonie  mit  dem  Kegelschnitte;  wir 
können  daher  10)  als  die  Bedingungsgleichung  für  die 
Harmonie  der  Punkte  PiP.^  mit  dem  Kegelschnitte  F(xy) 
=  0  bezeichnen. 

Fragen  wir  nach  den  Punkten  P,  die  einem  bestimmten 
Punkte  Pj  für  den  Kegelschnitt  harmonisch  zugeordnet  sind,  so 
ist  die  algebraische  Bedingung  dafür 

11)  ^iC^-i^i)  •  X  +  F,{xyy^)  ■  y  +  F^{x^7j^)  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  im  allgemeinen  eindeutig  be- 
stimmten Geraden.  Der  Ort  aller  Punkte,  die  einem  be- 
stimmten Punkte  für  einen  Kegelschnitt  harmonisch  zu- 
geordnet sind,  ist  also  die  Gerade  11).  Sie  wird  die  Polare 
von  Pj  genannt.  Aus  ihrem  Begriife,  wie  auch  aus  der  Identität  4) 
folgt:  Liegt  Pg  auf  der  Polaren  von  P^,  so  liegt  umgekehrt 
auch  Pj  auf  der  Polaren  von  P,. 

Die  Achsenabschnitte  der  Polaren  sind,  wie  die  Gleichung  11) 

lehrt, 

^  _  _  F^  ix,y,)        7,  _  _  ^s  (*ij/i_) 
F,{x,y,)'  F^ix^y,) 

Sie  werden  unendlich  groß,  wenn  der  Punkt  Pj  die  Gleichungen 
erfüllt 

F,{xy)  =  0,     F,{xy)=-0, 
die    nach  §  31,  3)   den   Mittelpunkt   des   Kegelschnitts   bestimmen. 
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Wir  erhalten  somit:  Die  Polare  des  Mittelpunkts  ist  un- 
endlich fern;  oder:  Dem  Mittelpunkte  sind  lauter  unend- 
lich ferne  Punkte   harmonisch   zugeordnet. 

Sind  QIi3IK  zwei  harmonische  Paare,  so  ist  nach  dem  Begriffe 

der  Harmonie 

Q3I  _  _  ^^V 
31 R  ~  ~  yji ' 

Ist  X  unendlich  fern,  so  haben  QX  und  XE  ungleiche  Rich- 
tungen und   ihr  Verhältnis  ist   —  1 ;   folglich  ist  alsdann 

Wir  tiuden  so  die  schon  bekannte  Tatsache  wieder:  Der 
Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  halbiert  alle  ihn  ent- 
haltenden Sehnen.  Zufolge  der  Beziehung  4)  kann  man  die 
Gleichung  der  Polaren  des  Punktes  1\  auch  so   anordnen: 

12)  I\(xjj)  ■  X,  +  F,{xy)  ■  y^  +  F^ixij)  =  0. 

Hieraus  erkennt  man  die  geometrische  Bedeutung  der  linearen 
Funktionen  J^j  {pcy),  F^{xy)  \xü^Fo.(xy).  Setzt  man  nämlich  irj  =  ?/j^O, 
so  ergibt  sich  aus  12)  die  Gleichung  F^{xy)  =  0.  Setzt  mau 
y^  =  0,  so   erhält  man  zunächst 

F^{xy)  ■  x^  +  F^ixy)  =  0,      oder       F^{xy)  +  ^   ■  F^(^xy)  =  0: 

setzt  man  hier  ic^  ^  oo,  so  verbleibt  F.^{xy)  =  0. 

Macht  man  endlich  die  Voraussetzung  x-^^  =  0,  so  erhält  man 

F^ixy')  ■  y,  -f  F^(xy)  =  0.      oder      F,(xy)  +  ^   •  F^{xy)  =  0: 

fügt  man  hierzu  noch  die  Voraussetzung  y^  ^  oo,  so  ergibt  sich 
F^{xy)  =  0. 

Hieraus  folgt:  Die  Gleichungen 
13  j  F^{xtj)  =  0,      F^{xy)=0,    Fs(xy)  =  o 

stellen  der  Eeihe  nach  die  Polaren  der  auf  der  Abscisseu- 
achse  und  der  Ordinatenachse  liegenden  unendlich  fernen 
Punkte  und  die  Polare  des  Nullpunktes  dar. 

Die  Polaren  zweier  beliebigen  Punkte  P^  und  Po  sind 
T,  =  F,{xy)  ■  X,  +  F.ixy)  ■  y,  -f  F,{xy)  =  0 
und 

To  =  Fi{xy)  ■  a-g  -f  F^{xy)  ■  //.  +  F.^{xy)  =  0. 
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Jeder  Punkt  ]\  der  Geraden  I\I\  hat  Koordinaten  von  der 
Form 

Die  Polare  von  1\  hat  daher  die  Gleichung 

Multipliziert  mau   mit   ft  +  j/,  so   erliält  man 
Ts~li'J\  +  vl\  =  0. 

Hieraus  folgt:  Bewegt  sich  ein  Punkt  entlang  einer 
Geraden,  so  dreht  sich  seine  Polare  um  einen  Punkt. 
Dieser  Punkt  ist  für  jeden  Punkt  der  Geraden  mit  dem  Kegel- 
schnitte in  Harmonie,  er  hat  sie  also  zur  Polaren.  Jede  Gerade 
ist  daher  die  Polare  eines  im  allgemeinen  eindeutig  be- 
stimmten Punktes.  Man  erhält  diesen  Punkt,  den  man  den  Pol 
der  Geraden  nennt,  als  Schnittpunkt  der  Polaren  zweier  belie- 
bigen Punkte  der  Geraden. 

Wir  wollen  noch  die  Punkte  beachten,  in  denen  die  Polare 
eines  Punktes  P,  den  Kegelschnitt  trifft.  Ist  Pj  ein  solcher,  so 
hat  man  neben  der  Gleichung  für  harmonische  Punkte 

-^i(%?/i)  •  ^2  +  -P;(^i2/i)  •  y-2  +  F^i^^yi)  =  0 
noch  die  Voraussetzung 

F{x,y,)  =  0 

zu  beachten.     Zufolge  beider  vereinfacht  sich  die  Gleichung  3)  zu 

Sie  liefert  zwei  Wurzeln  A^  =  0,  also  zwei  Punkte  des  Kegelschnitts, 
die  mit  P,  zusammenfallen.  Hieraus  folgt:  Die  Punkte,  in 
denen  die  Polare  eines  Punktes  P^  den  Kegelschnitt  trifft, 
sind  die  Berührungspunkte  der  von  P^  an  den  Kegelschnitt 
gelegten  Tangenten. 

Die  Polare  eines  Brennpunktes  ist,  wie  wir  bereits  in 
§14,  S.  93  gefunden  haben,  die  dem  Brennpunkte  zugehörige 
Leitlinie.  Legt  man  das  Koordinatensystem  wie  in  §  13,  Fig.  23, 
so  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts 

14)  {l-s')-x'--2eäx^r  =  0. 

Fortu.    Schlömilch,  anal.  Geom.  I.    7.  Aufl.  14 
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Ein  Punkt  P-^^   der  dem  Brennpunkte  F  zugehörigen  Leitlinie   CC 
hat  die  Koordinaten 

_  _      ^ 

für  diese   Werte  ist 

F,(x,y,)  =-  (1  -  e')  j  I  ^  -ed  =  -  d, 

daher  die  Gleichung  seiner  Polaren 

td- 


—  d  ■  X  -}-  y^tj  -\-  p-p-^  =  0 


Diese  Gerade  hat  die  Eichtungskonstante 


Fig.  53. 


2/l 

Für  die  Gerade  Pj  F  dagegen  ergibt  sich  aus  dem  Dreiecke  Pj  CF 
die  Richtungskonstante 

1  d 

Hieraus  folgt  der  Lehrsatz:  Die  Polare  jedes  Punktes  einer 
Leitlinie  steht  auf  der  Geraden  senkrecht,  die  den  Punkt 
mit  dem  zu  der  Leitlinie  gehörigen  Brennpunkt  verbindet. 
Wie  man  leicht  sieht,  kann  man  diesem  Satze  auch,  folgende 
Gestalt  geben:  Das  zwischen  dem  Berührungspunkte  und 
einer  Leitlinie  enthaltene  Stück  jeder  Kegelschnitts- 
tangente wird 
von  dem  zuge- 
hörigen Brenn- 
punkte ausunter 
einem  rechten 
Winkel  gesehen. 
Wir  beschließen 
diesen  Abschnitt 
^^       ^^  mit  der  Auflösung 

einiger     Konstruk- 

i^ __^^».^    tionsaufgaben. 

L  Von  einem 
Kegelschnitte  sind  fünf  Punkte  gegeben  J.,  B,  C,  D,  E; 
man  soll  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  P  kon- 
struieren (Fig.  53).  Man  ergänze  den  Kegelschnitt  dm-ch  die 
projektiven  Büschel  A    und   7>,   bestimme   insbesondere   den  Strahl 
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des  Büschels  7?,  der  AP  entspricht,  sowie  den  Strahl  des  Büschels 
Ä,  der  BP  entspricht;  hierdurch  erhält  man  die  zweiten  Schnitt- 
punkte F  und  (r  der  Geraden  PA  und  PH  mit  dem  Kegelschnitte. 

Vervollständigt  man  nun  das  Vierseit,  das  die  Gegenecken  A 
und  G,  B  und  F  hat,  durch  die  Ecke  H  und  die  Diagonalen  AG 
und  BF^  so  sind  die  Punktpaare  PJ  und  PK  mit  dem  Kegel- 
schnitte in  Harmonie  (§  8,  III),  folglich  ist  JK  die  gesuchte  Po- 
lare von  P. 

U.  Von  einem  gegebenen  Punkte  P  aus  Tangenten 
an  einen  Kegelschnitt  zu  legen.  Man  zeichne  die  Polare  von 
P,  ermittle  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitte  und  verbinde 
diese  mit  P;  die  Verbindungslinien  sind  die  verlangten  Tangenten. 

III.  Den  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  zu  finden. 
Der  Mittelpunkt  und  jeder  unendlich  ferne  Punkt  sind  mit  dem 
Kegelschnitte  in  Harmonie;  der  Mittelpunkt  einer  Sehne  und  ihi- 
unendlich  ferner  Punkt  sind  ebenfalls  mit  der  Kurve  in  Harmonie. 
Aus  beiden  Bemerkungen  ergibt  sich  der  schon  aus  früheren  Be- 
trachtungen bekannte  Satz:  Die  Mitten  paralleler  Sehnen 
eines  Kegelschnitts  liegen  auf  einem  Durchmesser.  Be- 
stimmt man  nun  auf  zwei  parallelen  Strahlen  der  Büschel  A  und  B 
die  zweiten  Schnittpunkte  F  und  G  mit  dem  Kegelschnitte,  und 
verbindet  die  Mitten  der  Sehnen  AF  und  BG^  so  erhält  man 
einen  Durchmesser.  Die  Wiederholung  dieser  Konstruktion  an 
einem  andern  Paare  paralleler  Strahlen  ergibt  den  Mittelpunkt. 
Hierauf  bestimmt  man  in  bekannter  Weise  die  Schnittpunkte  HJ 
dieses  Durchmessers  mit  dem  Kegelschnitte;  die  Mitte  der  Strecke 
UJ  ist  der  Mittelpunkt  31  der  Kurve.  Zeichnet  man  hierzu  noch 
den  konjugierten  Durchmesser  und  bestimmt  seine  Endpunkte,  so 
kann  man  in  dem  Falle,  daß  sie  reell  sind,  der  Kegelschnitt  also 
eine  Ellipse  ist,  nach  §  22,  Fig.  44  die  Hauptachsen  der  Ellipse 
der  Richtung  und  Länge  nach  finden. 

IV.  Die  Asymptoten  eines  Kegelschnitts  zu  finden.  Man 
ermittelt  hierzu  die  Eichtungen,  in  denen  unendlich  ferne  Punkte 
der  Kurve  liegen;  die  Geraden,  die  den  Mittelpunkt  enthalten  und 
diese  Richtungen  haben,  sind  die  Asymptoten. 

Wird  der  Kegelschnitt  durch  die  projektiven  Büschel  mit  den 
Trägern  A  und  B  erzeugt  (Fig.  54),  so  handelt  es  sich  darum,  ent- 
sprechende   Strahlen   der    beiden   Büschel   zu   finden,    die 

14* 
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parallel  sind.  Verschieben  wir  das  Büschel  A  ohne  Richtungs- 
änderung in  den  Träger  J5,  so  erhalten  wir  ein  neues  Büschel  V^JJ^V^^ 
und  es  entsteht  die  neue  Aufgabe,  entsprechende  Strahlen  der 
projektiven  Büschel  Sj^S^S.^  .  .  .  und  U^TJ^U^  .  .  .  zu  finden, 
die  zusammenfallen.  Schneidet  m^n  S^Sc,S^  durch  eine  beliebige 
Gerade  l  in  den  Punkten  t\F^l\^   und   zeichnet  B'  in   bekannter 

Fig.  54. 


Weise  so,  daß  das  Büschel  B' i\^  B' F<^^  -B'^'s  dem  Büschel 
TJ^  TJ^  U^  kongruent  ist,  so  erzeugen  B  und  B'  bekanntlich  einen 
Kreis  l:  Werden  die  Schnittpunkte  G,  H  dieses  Ki-eises  und 
die  Gerade  l  mit  B  und  B'  verbunden,  so  entsprechen  B' G 
und  B'H  die  Strahlen  BG  und  BH  sowohl  iiu  Büschel  ^j^'^o.^... 
als  im  Büschel  L\U^Z^^...  Folglich  haben  die  Asymptoten 
die  Richtungen  BG  und  BH.  Wie  man  sieht,  ist  der  Kegel- 
schnitt eine  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  je  nachdem  der  Kreis  /. 
und  die  Gerade  l  sich  in  zwei  Punkten  schneiden,  in  einem  Punkte 
berühren,  oder  verfehlen. 
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V.  Durch  vier  gegebene  Punkte  ABCl)  eine  Parabel 
zu  zeichnen  (Fig.  55).  Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  hat  man 
die  vorige  Konstruktion  in  der  Weise  abzuändern,  daß  der  Kreis  Ic 
die  (Jerade  /  berührt.  ^lan  ziehe  wieder  U^  und  U^  parallel  zu 
'i\  und  7«  und  lege  dann  den  Kreis  k  beliebig  durch  B.  Den 
Büschelträger  Ji'  muß  man  nun  offenbar  auf  k  so  legen,  daß  die 
durch  K  und  F  nach  li'  gehenden  Strahlen  f/j^'  und  U^'  auf  6', 
und    .So    zwei   Punkte   bestimmen,    die    auf   einer   Tangente    von    k 

Fig.  55. 


liegen.  Läßt  man  B'  den  Kreis  durchwandern,  so  beschreiben  die 
U^  und  die  U^'  zwei  kongi'uente  Büschel,  und  ihre  Querschnitte 
auf  /Sj  und  S^  sind  zwei  projektive  Punktreihen,  in  denen  B  sich 
selbst  entspricht.  Verbindet  man  E  und  F  mit  einem  beliebigen 
Punkte  G  des  Kreises,  so  erhält  man  auf  S^  und  .So  zwei  ent- 
sprechende Punkte  G'  und  G"  dieser  Reihen.  Ebenso  erhält  man 
aus   H  die   entsprechenden   H'  und  fl""*).     Die    Strahlen   des  von 

*)  Um  die  Figur  zu  vereinfachen,  ist  G  auf  5j  (und  A)  und  H  auf 
S^  (und  Tc)  angenommen  worden,  sodaß  G  und  G\  FG  und  G'G", 
H  und  Ä",  EH  und  H' H"  zusammenfallen;  zufällig  liegt  in  Fig.  55 
der  Punkt  B"  auf  dem  Berührungspunkte  der  Tangente  l' . 
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G' G"  und  H' H"  bestimmten  Büschels  Q  ergeben  weitere  ent- 
sprechende Punkte;  denn  liegen  J'  und  J''  auf  einem  solchen 
Strahle,  so  sind  offenbar  die  Doppelverhältnisse  der  Punktgruppen 
BG'H'J'  und  BG" H" J"  gleich,  da  sie  beide  dem  der  Strahlen 
des  Büschels  Q  gleichen,  auf  denen  B,  G\  H'  und  J'  liegen.  Legt 
man  nun  von  Q  aus  Tangenten  l'  und  /"  an  /.•,  so  hat  man  B'  so 
zu  wählen,  daß  U^'  und  U^'  mit  »S'j^  und  /S,  sich  auf  einer  dieser 
Tangenten  schneiden.  Man  erhält  somit  zwei  oder  eine,  oder  keine 
Lösung  für  B\  je  nachdem  Q  im  Äußern,  auf  dem  L'mfange  oder 
im  Innern  des  Kreises  liegt.  Von  1^  aus  ergänzt  man  die  Büschel 
SyS^-'-  und  ?7j  Z/g . . .  so,  daß  B'  mit  S^S^...  zusammen  die  be- 
treffende Tangente  von  /r,  und  mit  U^  U^. . .  zusammen  den  Kreis 
7t  erzeugt.  Die  Strahlen,  die  von  B  nach  den  Berührungspunkten 
der  durch.  Q  gezogenen  Tangenten  gehen,  geben  die  Richtungen 
p    und  p"  der  Hauptachsen  der  beiden  Parabeln  AB  CD  an. 

§  37.     Kegelsclinitte  als  geometrische  Örter. 

I.  Man  soll  den  Ort  der  Scheitel  aller  derjenigen 
Dreiecke  suchen,  welche  auf  einer  gegebenen  Grundlinie 
2m  stehen,  und  in  Avelchen  die  an  dieser  Grundlinie  ge- 
legenen Dreiecks  winkel  eine  konstante  Differenz  d  besitzen. 

Die  Grundlinie  2  m  werde  zur  ic -Achse  und  die  Senkrechte 
in  ihrem  Halbieruugspunkte  zur  Achse  der  y  in  einem  rechtwink- 
ligen Koordinatensysteme  gewählt.  Der  auf  der  Seite  der  positiven 
X  an  der  Basis  gelegene  innere  Dreieckswinkel  heiße  «j,  der  andere 

«2,  und   es  sei 

6  =  a^  —  f'o. 

Bezeichnen  nun  x  und  y  die  Koordinaten  des  Scheitels  für  irgend 
eine  Lage  des  Dreieckes,  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  im 
Scheitel  zusammentreffenden  Dreiecksseiten 

y  =—  (x  —  ni) tan «^ ,         y  =  (x  -f  m ) tan a.^ , 
und  man  erhält  demnach: 

tan  u.  =  — ^ — ,       tan«.,  ==     - ,  —  • 
*        m  —  a;  '  -        m  -\-  x 

Mit  Rücksicht  auf  die  aus  dem  Werte  von  ö  hervorgehende  Gleichung 

^  tan  o:,  —  tau  a\, 

tanö  =  -T—T-r- . —  ■- 

1  -\-  tan  a,  •  tan  a. 
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folgt 

tano  =     ,        ,  ,     ., 
7«-  —  X-  -\-  y- 

und  hieraus  entsteht  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung: 

1)  X-  -\-  Ixycoiö  —  y'  =  w-, 

oder,  wenn  man  für  den  liesonderon  Fall  5  =  0  das  ünendlichwerden 
des  mit  dem  Faktor  cot  d  behafteten  Gliedes  vermeiden  will: 

2)  x^?>\n8  -[•  'ixy  cos  8  —  ?/-  sin  5  =  m-  sin  8. 

Hierbei  ist  J  =—  sin- 6  —  cos'd  =—1,  und  I)  =  ?»-sin6;  die 
Linie  ist  also  eine  Hyperbel,  die  für  den  besonderen  Fall  d  =  0  in 
zwei  sich  schneidende  Gerade  ■ —  die  Koordinatenachsen  —  übergeht. 
Das  Zentrum  fällt  mit  dem  gewählten  Koordinatenanfange  zusammen. 
Da  ^as  Koordinatensystem  rechtwinklig  ist  und  die  Koeffizienten 
von  x'  und  y-  nur  durch  das  Vorzeichen  unterschieden  sind,  so  folgt, 
daß  die  Hyperbel  gleichseitig  sein  muß.  Bestätigt  wird  diese  Be- 
merkimg, wenn  man,  um  über  Lage  und  Größe  der  Hyperbel- 
achsen zu  entscheiden,  durch  Drehung  der  Koordinatenachsen  zu 
einem    neuen    rechtwinkligen    Systeme    übergeht.     Dabei    ist    nach 

§  4  Nr.  1) 

rrcosa  —  ^sina-  füi-  x^ 

xs,va.a  -\-  y  cos  u    „    y 

zu  setzen,  wenn  a  den  "Winkel  bedeutet,  unter  welchem  die  neue 
a; -Achse  gegen  die  ursprüngliche  geneigt  ist.  Mit  Einsetzung  dieser 
Werte  entsteht  aus  2)  nach  gehöriger  Reduktion: 

(x^  —  ?/^) sin (2a  +  d)  +  2 xy cos {2a  -\-  8)  =  /«-sind. 
Macht   man    hierin    2a  +  d  =  90°   oder   a  =  45°  — |-d,   so    bleibt 

3)  Ä"'  —  y'  ^=  m^sind, 

d.  i.  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt 
mit  dem  Halbierungspunkte  der  gegebenen  Dreiecksgrundlinie  zu- 
sammenfällt und  deren  Hauptachse  unter  dem  Winkel  45°  —  \d 
gegen  diese  Grundlinie  geneigt  ist.  Die  Länge  der  halben  Haupt- 
achse beträgt  m  "j/sin  d. 

Die  hier  untersuchte  Eigenschaft  läßt  zwischen  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  und  dem  Kreise  insofern  eine  gewisse  Analogie 
erkennen,  als  letzterer  nach  einem  bekannten  Satze  den  geometri- 
schen  Ort    für    die    Scheitel    aller    derjenigen   Dreiecke    bildet,    in 
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welchen  bei  gegebener  Grundlinie  die  Summe  der  Winkel  an  der 
Grundseite  konstant  ist. 

IL  "Welche  Linie   beschreibt    ein    Eckpunkt   eines   ge- 
gebenen   Dreieckes,     während   jeder    der    beiden     andern 
■p.    5g  Eckpunkte    dieses   Dreieckes    sich 

}'  auf   einem    Schenkel    eines    festen 

y/  p  Winkels  fortbewegt? 

nZ — 'yy  Wir  Avählen  die  Schenkel  des  festen 

/    \  //'  Winkels  zu  Koordinatenachsen,   und   es 

/  \       X  ■■'  sei  PAB  (Fig.  56)  das  gegebene  Dreieck 

0  -f — r: X     in  einer  der   Lagen,   welche    es   infolge 

der  Aufgabe  einnehmen  kann.     P  stelle 
den  Eckpunkt  dar,  welcher  die  gesuchte  Linie  beschreiben  soll. 

Setzen  wir  NP=x,  MP=ij,  BP=a,  AP=b,  LYBP=q), 
LXÄP  =  ip  und  bezeichnen  den  Koordinatemvinkel  mit  co,  so  ist 
nach  einem  bekannten  Dreieckssatze: 

a;  sin  CO 

sm  (p  = ,      sm  ip 

Wird  nun  der  Dreieckswinkel  APB  mit  y  bezeichnet,  so  findet  die 
Gleichung 

cp  -{-  ip  =  (o  +  y 

statt,  und  man   erhält  hiennit  aus 

sin-qocos-T^-f  cos- cp sin^ ip  -f  2sinqDCos9>sini/;cost^  =  sin-(9)  +  i/;), 

wenn  man  linker  Hand  den  sich  selbst  aufhebenden  Ausdruck 

sin-qpsin-i|;  -\-  s'm^ (p sin" rp  —  2sin-g)sin-i^ 
addiert : 

sin- 9?  +  sin"t|^  —  2sinqDsim/;cos(aj  +  y)  =  sin-((d  -f  y^- 

Hieraus  entsteht ,  wenn  die  obigen  Werte  von  sin  qp  und  sin  ip 
eingesetzt  werden,  füi-  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung: 

4)        (^-)>25|e„.(„  +  ,)  +  (|)'={^-+7)}=. 

Dieselbe  gehört  dem  zweiten  Grade  an  und  gi1)t,  sobald  nicht 
(0  -\-  Y  =  180"  ist,  J^O.  i)<0;  die  Linie  ist  also  im  allgemeinen 
eine  Ellipse;  und  zwar  fällt,  wie  man  aus  der  Form  der  Gleichung 
leicht  erkennt,  ihr  Mittelpunkt  mit  dem  Koordinatenaufang,  d.  i.  mit 
dem  Scheitel  des  gegebenen  Winkels  zusammen.    In  dem  speziellen 


§  37.     Kegelschnitte  als  geometrische  Örter.  217 

Falle,  wenn  (o  +  y  =  180°,  bleibt  aus  Nr.  4): 

und  hieraus  folgt: 

^  -  ^  =  0 

d.  i.  die  Gleichung  einer  durch  den  Koordinatenanfang  gehenden 
Geraden.  Die  Ellipse  geht  demnach  in  diesem  besonderen  Falle 
in   eine  gerade  Linie  über. 

Beachtet  man,  daß  in  Fig.  56  für  jede  Lage  von  AB  der 
Punkt  P  zwei  Lagen,  zu  beiden  Seiten  von  AB,  einnehmen  kann, 
ohne  daß  an  den  Bedingungen  •  der  Aufgabe  irgend  etwas  geändert 
wird,  so  läßt  sich  durch  eine  der  vorhergehenden  ganz  ähnliche 
Entwicklung  noch  ein  zweiter  geometrischer  Ort  von  P  ermitteln. 
Man  findet  wieder  eine  Ellipse,  deren  Gleichung: 

^)  U  +  -  ab  '<^  -  >')  +  (ö  )  =  |-^in^) 

lautet. 

Kommt  an  die  Stelle  des  gegebenen  Dreiecks  eine  Gerade, 
sodaß  der  beschreibende  Punkt  P  in  die  Seite  AB  selbst  fällt, 
so  geht  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  der  Winkel  y  in  IHO*^  über 
und  die  beiden  gefundenen  Ellipsen  werden  dabei  zu  einer  einzigen, 
weil  zu  CO  -\-  180''  und  co  —  180°  gleiche  trigonometrische  Funk- 
tionen gehören.     Diese  Ellipse  hat  die  Gleichung: 


(^)-2f.^-"+(-:r-^- 


Wird   dann   noch   die   Verfügung   geti'offen,   daß    der   Koordinaten- 
winkel ein  rechter  sein  soll,  so  entsteht: 


(ir+d)^-^. 


d.  i.  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Achsen  die  Stelle  der  Koordi- 
natenachsen einnehmen.  Wir  kommen  hierdurch  zu  der  in  Fig.  40, 
S.  124  enthaltenen  Konstruktion  der  Ellipse  zurück,  welche  als  spe- 
zieller Fall  der  jetzt  behandelten  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 
in.  Die  Seiten  AC  und  BC  des  gegebenen  Dreiecks 
ABC  (Fig.  57)  werden  von  der  beweglichen  Geraden  MX 
in  den  Punkten  31  und  X  geschnitten;  welche  Linie  be- 
schreibt der  auf  J/A' gelegene  Punkt  P,  wenn  die  Bewegung 
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dieser  Geraden  so  vor  sich  geht,  daß  immer  die  Proportion 

31 P  :PK=A3I:  31 C  =  CK :  KB 
Geltung  findet? 

Wir  wählen  CA  als  a; -Achse  und  CB  als  y -Achse  eines  Parallel- 
koordinatensystemes      mit      dem      Anfangs- 
punkte C\  und  gebrauchen  die  Bezeichnungen: 
CA  =  a,   CB  =  6,  C3I  =  w,  CK  =  n.  Die 
Koordinaten    des     beweglichen    Punktes    P 
heißen  y  und  x.   —   Aus   der   Figur   ergibt 
sich  dann  sogleich  die  fortlaufende  Proportion: 
31 P :  PK  =  (m  —  x)  :  x  =  y  :  (n  —  y), 
welche  in  Verbindung  mit  der  gegebenen  Bedingung  zu  den  Resultaten 
(>«  —  x)  :  x=  (a  —  m)  :  m , 
(«  —  y)  ■  y  =  (b  —  ti)  :  n 
hinführt.     Hieraus  folgt: 

X  :  m  ^m  :  a, 
y  :  n  =  n  :  b. 
und  man  erhält  demnach: 


m  =  (^ax)-  , 
Wird  hierzu  die  Gleichuncf 


n  =  (&?/)• 


m         n 


als  Bedingung  dafür  gefügt,  daß  die  Punkte  P,  31  und  JV  in  einer 
geraden  Linie  liegen  sollen,  so  entsteht  für  den  gesuchten  Ort  die 
Gleichung 


6) 


i^'  +  i^'- 


Durch  zweimalige  Quadrierung  können  hierin  die  gebrochenen  Ex- 
ponenten entfernt  werden.    Das  erste  Mal  ergibt  sich  das  Resultat: 

a  ^   b   ^      \nh) 
und  hieraus  wieder: 

oder    nach    Auflösung    der    Klammer    und    liesserer    Ordnung    der 
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Glieder: 

7)  fr  _  2  q^  -  2  ^  +  f :  -  2  J'  +  1  =  0. 

''  a-  ab  a        b-  b 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt  zunächst,  daß  der  geometrische 
Ort  des  Punktes  P  eine  Linie  zweiten  Grades  ist,  welche  durch 
die  Punkte  A  und  B  geht,  und  in  diesen  Punkten  von  den 
Koordinatenachsen  oder  den  Dreiecksseiten  CA  und  CB  Ijerührt 
wird,  sodaß  die  dritte  Seite  AB  die  dem  Punkte  G  zugehöi'ige 
Berührungssehne  darstellt.  Wird  nämlich  in  7)  y  =  ^)  gesetzt,  so 
bleibt  für  die  Abscissen  der  in  der  a -Achse  gelegenen  Punkte  der 
untersuchten  Linie  die  Gleichung: 

'''J  -  2-  +  1  =  0, 

welche  die  beiden  gleichen  "Wurzeln  o:  =  a  enthält.    Hiernach  ist  CA 

Tangente   im   Punkte   A.     In    gleicher  Weise   führt   die    Ersetzung 

X  =  0   zu    dem   Resultate,    daß    C B    die   Tangente    im   Punkte   B 

abgibt. 

Aus   7)  folgt   ferner,   daß    für   die   fragliche  Linie    die    Größe 

4 
J^O  und  D= ,,^,    also   von  Null   versebieden   ist:   die  Linie 

ist  daher  eine  Parabel. 

Wir  wollen  noch  untersuchen,  ob  bei  der  angegebenen  Ent- 
stehung dieser  Parabel  die  erzeugende  Gerade  MN  (Fig.  57)  außer 
dem  beschreibenden  Punkte  P  noch  einen  zweiten  Punkt  mit  der 
Km've  gemein  haben  kann.  Verbinden  wir  zu  diesem  Zwecke  die 
Gleichung  von  MX,  nämlich 

m     '     n 
mit  der  unserer  Aufgabe  zu  Grunde  liegenden  Bedingung: 

(a  —  m)  :  m  =  n  :  (h  —  n) , 
so  läßt  sie  sieb  nach  Entfernung  von  n  auf  die  Form 

(a  —  m)x  +  m    y m{a  —  i)i)  =  0 

bringen.     Füi-  Punkte  der  Parabel  ist  aber  nach  Xr.  6) 


-1.         X 

■  =  (  n 

b 


ay  .,  2">v9 


man    erhält    demnach    für    die    x    der    gemeinschaftlichen    Punkte 
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beider  Linien,  wenn  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  y  entfernt 
wird : 

^   4- 
ax  —  '2ma^  x   +  tnr'  =  0. 

Da  diese  Gleichung  linker  Hand  ein  vollständiges  Quadrat  enthält, 
so   besitzt   sie   zwei   gleiche   reelle  Wurzeln;    alle   der  Aufgabe  ge- 
nügenden   Lagen    der    erzeugenden    Geraden    geben    also    Parabel- 
Kig-  58.  tangenten  und  der  beschreibende  Punkt  P 

y  ist  in  jedem  Falle  Berührnngspunkt.    Hier- 

B/  auf     gründet      sich     die     folgende     Kon- 

2/  struktion. 

/Ti  Soll  in  den  Winkelraum  XOY  (Fig.  58) 

V  r~V^^?^_ ein    Parabelbogen    gelegt   werden,    welcher 

12  3  1  .)  A  ([[q   beiden    Schenkel    des   Winkels   in    den 

Punkten  A  und  B  berührt,  so  teile  man  vorerst  sowohl  ÄO  als 
BO  in  eine  gleiche  Anzahl  gleich  gi'oßer  Teile.  Werden  dann  die 
auf  der  Strecke  ÄO  gelegenen  Teilpunkte  von  0  aus,  dagegen  die 
Teilpunkte  auf  BO  von  B  aus  der  Reihe  nach  mit  1,  2,  3,  4 
u.  s.  f.  bezeichnet,  so  stellen  die  Geraden,  welche  die  gleichbe- 
zcichneteu  Punkte  unter  sich  verbinden,  Tangenten  des  zu  kon- 
struierenden Parabelbogens  dar.  Man  erhält  auf  diese  Weise  eine 
Schar  gerader  Linien,  welche  die  Kurve  umhüllen  iind  sich  der- 
selben um  so  inniger  anschmiegen,  je  gi'ößer  ihi-e  Anzahl  ist 
Diese  den  Parabelbogen  einhüllenden  Geraden  können  dazu  benutzt 
werden,  den  Lauf  der  Kurve  selbst  mit  beliebiger  Annähening  zu 
bestimmen.  Man  wird  leicht  finden,  in  welcher  Weise  das  an- 
gegebene Verfahren  fortzusetzen  ist,  wenn  man  zu  dem  Teile  der 
Parabel  gelangen  will,  welcher  vom  Scheitel  des  Winkels  aus  ge- 
rechnet sich  jenseits  der  Berührungspunkte  A  und  B  befindet. 

Eine  leicht  ersichtliche  Abänderung  der  vorstehenden  Kon- 
struktion ergibt  sich  aus  der  Bemerkung,  daß  die  aus  den  zur 
Fig.  57   gestellten  Bedingungen  folgende   Proportion: 

(f<  —  m)  :  m  =  ii  :  (b  —  h) 


zu  der  Gleichung 


-  + ;  =  1 

a  b 


hinführt,  wonach  ein  mit  den  Koordinaten  m   und  ii  konstruierter 
Punkt,  d.  i.  der  vierte  Eckpunkt  des  Parallelogramms,  von  welchem 
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Ci\I  und  CK  zwei  Naehbarseiteu  darstellen,  auf  der  Dreiecksseite 
A  /)'  liegen  muß.  Hiernach  kann  jeder  auf  Ali  gelegene  Punkt 
zur  Konstruktion  einer  der  verschiedenen  Lagen  der  die  Parallel 
bei'ührenden  beweglichen  Geraden  MN  benutzt  werden*). 

IV.  Sind  y'i,  ^2,  V'g,  'J\,  ...  gegebene  lineai-e  Funktionen 
in  Xormalform,  also 

8)  T,  =0,    7;  =  0,    7-3  =  0,     7',  =  0,    ... 

Normalgleichungen  gegebener  Geraden,  so  ist  jede  quadratische 
Funktion  der  Größen  1\,  T.^,  ...  eine  quadratische  Funktion  der 
Koordinaten  x,  ?/,  stellt  also,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  dar,  der  mit  den  Geraden  8)  in  einem  be- 
stimmten geometrischen  Zusammenhange  steht;  dieser  wird  im  all- 
gemeinen um  so  einfacher  sein,  je  weniger  lineare  Funktionen  bei 
der  Zusammensetzung  der  Kegelschnittgleichung  beteiligt  werden. 
Ist  m/.  eine  beliebige  absolute  Zahl  >•  1,  so  ist  ni/.Tf.  nach  abso- 
lutem Betrage  offenbar  die  Strecke,  die  von  P  aus  unter  einer  ge- 
gebenen Richtung  bis  an  T^.  =  0  reicht,  und  zwar  hängt  die 
Richtung  nur  von  m^,  nicht  von  Pab;  wir  wollen  sie  den  Schräg- 
abstand PTf.  nennen,  und  dabei  immer  als  selbstverständlich  vor- 
aussetzen, daß  im  Verlaufe  einer  üntei-suchung  für  Tf.  die  Richtung 
der  Schrägabstände  aller  Punkte  P  unveränderlich  ist. 
Die  Gleichung 

9)  nl\l\  —  a"  =  0, 

worin  a  eine  gegebene  Strecke  bezeichnet,  lehrt:  Der  Ort  der 
Punkte,  deren  Schrägabstände  von  zwei  einander  schnei- 
denden Geraden  ein  gegebenes  Produkt  haben,  ist  ein 
Kegelschnitt.  Man  erkennt  leicht,  daß  hier  eine  Hyperbel  mit 
den  Asymptoten  T^  ^=  0,  Tg  =  0  vorliegt. 

V.  Die  Gleichung 

10)  nT,-mfT,-  =  0 

ercfibt:    Die   Punkte,    deren    Schrägabstand    von    einer   Ge- 

*)  Wenn  der  zur  Konstruktion  verwendete  Punkt  auf  AB  in  unend- 
liche Feme  rückt,  so  wird,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Gerade  MN 
parallel  zu  der  durch  C  gehenden  Diagonale  des  die  Seiten  CA  und  CB 
enthaltenden  Parallelogramms,  und  der  Punkt  P  liegt  auf  einer  Geraden 
dieser  Richtung  in  unendlicher  Ferne.  Hieraus  folgt,  daß  die  Parabel- 
achse zu  der  durch  C  gehenden  Diagonale  parallel  ist. 


=  0, 
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raden  J\  verhältnisgleich  dem  Quadrate  des  Schrägab- 
stands von  einer  andern  Geraden  2\  ist,  liegen  auf  einem 
Kegelschnitte.  Die  Gerade  T^  =  Q  schneidet  die  Kurve  in 
Punkten,  die  sich  aus  T^^  =  0  ergeben,  daher  wird  die  Kurve  im 
Punkte  Ti  =  T,  =  0  von  T^  =  0  berührt.  Die  Gerade  1\  =  0 
hat  mit  der  Kurve  nur  den  auf  T^  =  0  gelegenen  Punkt  gemein- 
für  jede  andere  Gerade  des  Punkts  T^'J\  hat  man  aT^  =  7,,  also 
bestimmen  sich  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitte  aus 

daher  fällt  einer  auf  1\  =  0  (und  Tg  =  ^)i  u°<i  ^^^'  andre  wird 
nur  dann  unendlich,  wenn  rt  =  0  ist.  Hieran  erkennt  man  die 
Parabel.     In   10)  ist 

f'n  =—  »Mg^cos-a,,  «12  =—  »?2^  cos  «2  sin  «2 ,  «22  =~  m^'sm-u^ 
und  daher 

! — Wo"  cos- «2  5     — mj^cosa^sma^ 

,  —  »(2"  cos  «2  sin  «2 1     —  w'o'  sin-  u^ 

in  Übereinstimmung  mit  obiger  Schlußweise. 

VI.  Aus  der  Gleichung 

11)  m^'l\^  ±  ))i2^J'J  —  >r  =  0 

ersieht  man:  Der  Ort  der  Punkte,  bei  denen  die  Quadrate 
der  Schrägabstände  von  zwei  gegebenen  Geraden  eine 
gegebene  Summe  oder  einen  gegebenen  Unterschied  haben, 
ist  ein  Kegelschnitt.  Man  erkennt  leicht  in  T^  =  0  und  7*2  =  0 
konjugierte  Durchmesser. 

Diese  Sätze  sind  die  einfachsten,  die  sich  aus  dem  obigen 
Gesichtspunkte  ergeben;  man  sieht  sofort,  daß  sie  nichts  wesent- 
lich neues  lelu-en. 

VII.  Verwenden  wir  nunmehr  drei  lineare  Funktionen,  so  er- 
gibt sich  zunächst  die  Gleichung 

12)  m,'-l\''-nT,T,  =  0, 

oder:  Die  Punkte,  für  die  das  Quadrat  des  Schrägabstands 
von  einer  gegebenen  Geraden  T^  =  0  verhältnisgleich  flem 
Produkte  der  Schrägabstände  von  zwei  andern  Geraden 
72  =  0,  73  =  0  ist,  sind  auf  einem  bestimmten  Kegel- 
schnitte enthalten.  Die  Schnittpunkte  dieses  Orts  mit  T»  =  0 
oder  T'g  =  0  erfüllen  außerdem  die  Gleichung  7'j"-  =  0,  fallen  also 
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zusammen;  hieran  erkennt  man,  «laß  T<,  =  <>  und  '1\  =  0  den 
Kegelschnitt    Iterühren,    und    daß    '1\  =  0    die   Berührungssehne   ist. 

VIII.  Etwas  allgemeiner,  als   12)  ist  die  <ileichung 

1 3)  /i/i  -  7'i  -  —  n  7  2  7  3  —  i?  =  0 ; 

hier  handelt  es  sich  um  Punkte,  für  die  irgend  ein  Binom, 
gebildet  aus  dem  Quadrat  des  Schrägabstands  von  der 
Grundseite  J\  =  0  eines  Dreiecks  und  dem  Produkte  der 
Schrägabstände  von  den  Schenkeln  (Tg  =  0,  73  =  O),  einen 
gegebenen  Wert  (^)  hat.  Der  Kegelschnitt  13)  tritft  die  Ge- 
raden  Tg  =  0  und   Tg  =  0  in  Punkten,  für  die 

und  hierzu  gehören  die  Ränder  eines  Streifens,  dessen  Mittellinie 
T^  =  0  ist;  im  Falle  12)  wo  jt)  =  0  ist,  versch^vindet  die  Breite 
dieses  Streifens. 

IX.  Die  Gleichung 

14)  "'i'^i'  +  '"2"  ^2"  ~  "'3' ^3'  =  0 

ergibt  die  Deutung:  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Quadrate- 
summe der  Schrägabstände  von  zwei  Seiten  T^  =  0  und 
J,  =  0  dem  Quadrate  des  Schrägabstands  von  der  dritten 
Seite  gleicht,  ist  ein  bestimmter  Kegelschnitt.  Sieht  man 
Tj-  =  0  als  Kegelschnitt  an,  so  ist  die  Polare  des  Punktes  ^,  -wie 
sich  aus  §  36,  12")  sofort  ergibt, 

(cos  «^  •  j:  -f  sin  a  •  t)  —  d)  •  7\  ^  0 , 
oder,  wenn  die  Klammer  mit  jT^  bezeichnet  wird 

^i^\  =  0; 
ebenso  erkennt  man  ohne  w-eiteres,  daß,  wenn  die  Polaren  von  '^ 
für  die  Kegelschnitte 

F'  =  0     und     F"  =  0 
die  Gleichungen 

S'  =  0     und     S"  =  0 

haben,  dem  Kegelschnitte 

aF'  +  bF"  =  0 
die  Polare  zukommt 

aS'  +  bS"  =  0. 

Die  Polare  von  '^^  für  14)  ist  hiernach 
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Die  Polare  des  Punktes  Tj  =  0,  T,  =  0  ist  daher  die  Gerade 
Tg  =  0  u.  s.  w.  Das  Dreieck  T^  =0,  Tg  =  0,  T3  =  0  ist  also 
ein  Polarendreieck  des  Kegelschnitts  14),  d.  i.  jede  Ecke 
ist  die  Polare  der  Gegenseite. 

X.  Der  Ort  der  Punkte,  für  die  das  harmonische 
Mittel  aus  den  Schrägabständen  von  zwei  gegebenen  Ge- 
raden einen  gegebenen  Wert  hat,  ist  ein  Kegelschnitt, 
der  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  geht;  denn  aus 

nT^T^ 

?H,  Ti  +  m^_  T^  ~ 

folgt  für  ccy  die  quadratische  Gleichung 

15)  nTyT^  —  am^T^  —  am.^T^  =  0, 

die  durch  T^  =  2\  =  0  erfüllt  wird.     Man  kann  setzen 
m^  T^  -\-  Wo  Tg  ^  w?3 1 3 , 

d.  i.  die  Summe  der  Schrägabstände  eines  Punktes  von  den  Ge- 
raden Tj  =  0  und  Tg  =  0  ist  der  Schrägabstand  von  einer  be- 
stimmten Geraden  des  Büschels  T^To,  deren  Gleichung  lautet 
T3  =  0;  die  Gleichung  15)  geht  hiermit  in 

16)  nT^T^-  aT^  =  0, 


oder 

über  und  diese  lehrt:  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Schräg- 
abstände von  drei  Strahlen  eines  Büschels  eine  bestimmte 
vierte  Proportionale  haben,  ist  ein  Kegelschnitt,  der  den 
Träger  des  Büschels  enthält. 

Bedeutet  in  16)  T^  =  0  eine  Gerade,  die  nicht  durch 
Tj  =  Tg  =  0  geht,  so  ändert  dies  daran  nichts,  daß  der  Ort  der 
Punkte  ein  Kegelschnitt  ist;  die  Kurve  enthält  die  Schnittpunkte 
von  T3  =  0  mit  T^  =  0  und  Tg  =  0,  nicht  aber  den  Schnittpunkt 
Tj  =  Tg  =  0.  Da  jede  der  Geraden  T^  =  0  und  7'g  =  0  mit  dem 
Kegelschnitte  nur  einen  Punkt  im  Endlichen  gemein  hat,  nämlich 
ihren  Schnitt  mit  T3  =  0,  so  folgt,  daß  16)  eine  Hyperbel  ist. 
deren  Asj-mptoteu  die  Richtungen  von  'J\  =  0  und  To  =  0  haben. 

XI.  Sind  die  reziproken  Schrägabstände  von  den  Geraden 
2\  =  0  und  1\  =  0  gleich  dem  rezipi-oken  Schrägabstaude  von 
73  =  0,  so  hat  mau  die  Gleichung 
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17)  ^i  +  '''-  =  "» 
-'1         ■'■*         -^» 

oder 

18)  >>,T./r,-^n,'iyi\-v^T./J\-, 

der  Ort  dieser  Punkte  ist  daher  ein  Kegelschnitt,  der  dem 
Dreiecke  7'^  =  0,  70=0,  'I\  =  0  umgeschrieben  ist.  Da 
jedes  Sehnendreieck  eines  Kegelschnitts  der  Darstellung  18)  zu 
Grunde  gelegt  werden  kann,  und  das  Verhältnis  »^  :  w.,  '  n^  als- 
dann durch  zwei  Punkte  dieses  Kegelschnitts  eindeutig  bestimmt 
ist,  so  folgt,  daß  jedem  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  jedes  seiner 
Sehnendreiecke  die  Eigenschaft  17)  zukommt. 
XII.  Die   Gleichung  §  35   1) 

n  'J\  S.-,  —  m  T.,  5\  =  0 

läßt  die  Deutung  zu:  Der  Ort  der  Punkte,  für  die  das  Pro- 
dukt der  Schrägabstände  von  zwei  Gegenseiten  eines 
Vierecks  dem  Produkte  der  Schrägabstände  von  den  andern 
Gegenseiten  gleicht,  ist  ein  Kegelschnitt,  der  dem  Vier- 
ecke umgeschrieben  ist. 

Xin.  Bei  der  Herstellung  einer  quadratischen  Funktion  der 
Koordinaten  können  neben  den  Quadraten  und  Produkten  linearer 
Funktionen  '1\^  T.21  .  .  .  auch  die  Abstandsquadrate  von  Punkten 

verwendet  werden;  man  erhält  dadurch  sofort  Sätze  über  geome- 
trische Orter  zweiten  Grades.  Wie  schon  in  §  9,  II  bemerkt,  füki-t 
eine  Kneare  Gleichung  zwischen  beliebig  vielen  i-"  zu  nichts  neuem, 
nämlich  immer  auf  einen  Kreis;  ferner  führt  die  besonders  einfache 
Beziehung 

wie  man  sofort  erkennt,  auf  einen  Kegelschnitt  mit  dem  Brenn- 
punkte P^  und  der  Leitlinie   T^  =  0.     Die  Gleichung 

19)  L^'  -nT^T,  =  0 

lehrt:  Die  Punkte,  deren  Abstand  von  einem  festen  Punkte 
dem  geometrischen  Mittel  aus  den  Abständen  von  zwei 
festen  Geraden  verhältnisgleich  ist,  sind  auf  einem  be- 
stimmten Kegelschnitte  enthalten.  Die  Polare  von  19)  für 
den  Punkt  jt)  erhält  man  leicht  zu 

Fort  u.  Schlömilcli,  anal.  Georu.  I.  7.  Aufl.  15 
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20)  (je  -  X,)  {x  -  X,)  +  (t)-  y,)  {y  -  y,)  -  n'X^  T,  -  n%,  J,  =  0. 
Die  Polare  des  Punktes  1\  =  T^  =  0  ist  daher 

21)  (e  -  ^i)  {x  -  X,)  +  (t)  -  y,)  (y  -  y,)  =  0. 

Diese  Gerade  enthält  den  Punkt  Pj  und  ist  senkrecht  auf  der  Ge- 
raden, die  Pj  mit  dem  Schnittpunkte  P,  von  T-y  =  0  und  7',  =  0 
verbindet.     Die  Polare  von  P^  ist 

22)  n%T^  +  n%iT,  =  0. 

Sie  geht  durch  P3  und  fällt  mit  der  Polaren  von  P^  für  den  aus- 
ai'tenden  Kegelschnitt  T^Tg  =  0  zusammen;  T^  =  0  und  T^  ^  0 
sind  also  harmonisch  für  22)  und  die  Gerade  PiP-^-  Ist  Po  der 
Schnittpunkt  von  22)  und  21),  so  ist  also  P3P2,  d.  i.  22),  die 
Polare  von  P^,  und  P^P^,  d.  i.  21),  die  Polare  von  P3,  mithin 
P^Py  die  Polare  von  P^  und  P^P^P^  also  ein  Polarendreieck,  in 
dem  ein  rechter  Winkel,  nämlich  bei  P^,  vorkommt. 

Umgekehrt,  wenn  in  einem  Polarendreiecke  P^^PoP^  der 
Winkel  bei  Pj  recht  ist,  so  gibt  es  ein  bestimmtes  Ge- 
radenpaar des  Trägers  P3  oder  Pg,  für  welche  der  Ab- 
stand jedes  Kegelschnittspunktes  von  P^  dem  geome- 
trischen Mittel  der  Abstände  von  den  Geraden  des  be- 
zeichneten Paares  verhältnisgleich  ist.  Sind  »S^  =  0,  .Sj^O, 
/Sg  ^  0  die  Normalgleichungen  der  Seiten  des  Polarendi-eiecks,  so 
kann  man  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  K  immer  in  die  Form 
bringen 

23)  V  +  «3V  +  ß,.V==0: 

denn  man  kann  «3  und  a^  immer  eindeutig  so  bestimmen,  daß  23 ) 
durch  zwei  beliebige  Punkte  X^  und  X^  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts geht;  da  nun  Äg  =  0,  8^  =  0,  S^  =  0  ein  Polarendi-eieck 
des  gegebenen  Kegelschnitts,  wie  von  23)  ist,  so  enthält  23)  noch 
die  Punkte  iVj,  N'^  und  iVj",  in  denen  K  von  PjiVi,  PoX^  und 
Pg.V^  geschnitten  wird,  wenn  P,,  P,  und  P3  die  den  Seiten  5^, 
/Sg,  63  gegenüberliegenden  Ecken  des  Polarendreiecks  sind;  da  nun 
K  und  23)  die  fünf  Punkte  X^,  X[,  X'^,  N'^'  und  X  gemein 
haben,  so  ist  23)  mit  K  identisch.  Der  Gleichung  23)  kann  man 
die  beiden,  die  Behauptung  beweisenden  Formen  geben 

24)  Äa^+^'.Hd/«!  Äi+yr^-Sg)  (y^^-yr  -^Sä) = o, 
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Das  Produkt  der  in  den  Klammem  stehenden  linearen  Funktionen 
ist  immer  nur  in  eintT  der  beiden  Gleichungen  reell,  wie  man  so- 
fort  sieht. 

Jeder  Kegelschnitt  hat  unendlich  viele  rechtwinklige  Polaren- 
dreiecke; ist  nämlich  a  die  Polare  von  A^  und  zieht  man  h  durch 
A  senkrecht  zu  rj,  und  bestimmt  den  Pol  B  von  &,  so  liegt  B 
auf  a\  ist  C  der  Schnittpunkt  von  a  und  t,  so  ist  daher  ABC  ein 
bei  C  rechtwinkliges  Polarendreieck.  Wie  man  aus  23)  erkennt, 
wird  «3  nur  dann  gleich  der  positiven  Einheit,  wenn  P^  ein  Brenn- 
punkt ist;  alsdann  ist  »S^  =  0  die  Leitlinie  und  Tj  ^0  und  jf g  =  0 
fallen  mit  S^  =  0  zusammen. 

XIV.  Wir  schließen  hieran- noch  einige  Sätze  über  die  gleich- 
seitige Hyperbel. 

Hat  der  Kegelschnitt 

a^^x^  +  '2a^=,xij  +  a.,^tf  -f  2a^^x  -f  2a.^^y  -\-  «33  =  0 
für  ein  beliebiges   anderes  rechtwinkliges  System  die  Gleichung 

6ii4-  +  25i2;i?  +  hi'>f  ^ =  O5 

so  ist  bekanntlich  (§  30,  4) 

^11  +  ^22  =  '^n  +  "22  • 
Bei  der  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperbel   in  Bezug  auf  jedes 
beliebige   rechtwinklige   Koordinatensystem    sind   daher   die   Koeffi- 
zienten der  Quadrate  der  Koordinaten   entgegengesetzt  gleich,  und 
umgekehrt. 

Bezogen  auf  irgend  ein  rechtwinkliges  System  kommt  also 
einer  gleichseitigen  Hyijerbel  eine  Gleichung  der  Form  zu 

27)       x^  —  1/  +  2 «12^?/  +  2  0^3^;  -f  2023^  +  «33  =  0- 

Diese  Gleichung  enthält  noch  vier  Konstante;  daher  folgt:  Eine 
gleichseitige  Hyperbel  ist  durch  vier  Punkte  eindeutig 
bestimmt. 

Durch  drei  Punkte  können  unendlich  viele  gleichseitige  Hy- 
perbeln gelegt  werden.  Legen  wir  zwei  Punkte  auf  die  Abscissen- 
achse,  den  dritten  auf  die  Ordinatenaehse,  und  schreiben  ihnen  die 
Koordinaten  0;  |  0,  jS  j  0,  0\y  zu,  so  ergeben  sich  durch  deren  Ein- 
setzung in   27)   die  Bedingungen 

2«i3  =- 1«  + /3),  au  =  ccß, 

15* 
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—  Y^  +  2 «237  +  «33  =  0,     also     20^3  =  -  —  ^  • 
Setzt  man  dies  in  27)  ein,  so  erhält   man 

28)  x'  -y'+  2a,,xy  _  (a  +  |3)  a;  +  (7  -  "".f)  y  +  aß  =  0. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Hyperbel  mit  der  Ordinatenachse  ergeben 
sich  aus  28),  wenn  man  x  ^  ()  setzt;  man  erhält 


29) 


y 


+  (y-y)y  +  «/3=o 


aß 


und  diese  Gleichung  hat  die  Wurzeln  y  ^  y  und  y  = '-  •     Wie 

7 
aus  den  ähnlichen  Dreiecken  OBC  und  OIIÄ,  wobei  H  der  Höhen- 
punkt von  ABC  ist,  sofort 
hei-vorgeht,  ist 

aß 
7 


Fig.  59. 

c 

\^ 

0 

^^^-^^^ 

Jf 

' 

0H  = 


Daher  folgt:  Alle  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  die 
einem      Dreiecke      um- 
schrieben     sind,      ent- 
halten auch  den  Höhen- 
punkt  dieses  Dreiecks, 
oder:    Wenn  die    Gegen- 
seiten    eines     Vierecks 
aufeinander    senkrecht 
stehen,    so    enthalten   alle   gleichseitigen   Hyperbeln,   die 
durch  drei  Eckpunkte  gehen,  auch  den  vierten. 
Der  Mittelpunkt  von  28)  genügt  den  Gleichungen. 

X  +  a^^y  —  4-  («  -f  /3)  =  0, 
30) 


«i2^-y+  2  (/-"y.)  =  0. 


Die  Gleichung  füi-  den  Ort  der  Mitten  aller  dem  Dreiecke  ABC 
umschriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln  erhält  man  hieraus  durch 
Entfernung  der  unbestimmten  Zahl  ^j., ;  multipliziert  man  30)  der 
Reihe  nach  mit  x  und  y  und  subtrahiert,  so  erhält  man 

31)         x'  +  i-  -  I  («  +  ^)x  -  4  (;•  -  ".f^//  =  0. 
Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  den  Nullpunkt,  d.  i.  den 
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Fußpunkt  einer  Hülie  des  Dreiecks  ABC  enthält;  der  andre  Schnitt- 
punkt mit  der  u; -Achse  hat  die  Ahscisse  ;^(a4-/3),  ist  also  die 
Mitte  von  AB-,  mit  der  y -Achse,  d.  i.  mit  der  Höhe  CO,  hat  er 
außer  ('  noch  den   Punkt  gemein,  dessen  Ordinate 


Hr--^ 


ist,  d.  i.  die  Mitte  von  CIL  Da  nun  die  Seite  AB  keine  bevor- 
vorzugte  Lage  gegen  die  gleichseitige  Hyperbel  hat,  so  folgt,  daß 
der  Kreis  31)  folgende  neun  Punkte  enthält:  1.  die  Fuß  punkte 
der  Höhen,  2.  die  Seitenmitten,  3.  die  Mitten  der  vom 
Höhenpunkte  ][  bis  zu  den  Ecken  reichenden  Strecken. 
Dieser  Kreis  für  den  Xamen„der  Kreis  der  neun  Punkte" 
oder  „der  Feuer bachsche  Kreis".  Wir  haben  somit  den  Satz: 
Der  Ort  der  Mitten  der  gleichseitigen  Hyperbeln,  die 
einem  Dreiecke  umschrieben  sind,  ist  der  Feuerbachsche 
Kreis  dieses  Dreiecks. 

Ist  T^  =  0,  f.2  =  0,  Tg  =  0  ein  Polarendreieck  eines  Kegel- 
schnitts, so  nimmt  dessen  Gleichung  die  Form  an  (§  37,  IX) 
32)  «1  Ti^  +  «2  TJ  -f  «3  V  =  0; 

sind  T-  Normalformen,  so  ist 

^'ii  ^  üiCos^a^  +  agcos^cf,  -f  agCos^Cg, 

also 

«11  +  «22  =  «1  +  «2  +  «3- 

Man  hat  daher  den  bemerkenswerten  Satz:  Für  jedes  Polaren- 
dreieck eines  Kegelschnitts  ist  die  Summe  der  Koeffi- 
zienten (\  +  «2  +  «3  ^^  Gleichung  32)  dieselbe.  Insbesondere 
gilt:  Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  n^-\-  a^ -\-  0^^=  0 
und  umgekehrt. 

In  der  Gleichung 

worin  T^,  T,,  T.^    wieder  als  Normalformen  vorausgesetzt  werden, 


hat  man 


also 


(/^j  =  COS' a^  —  »t  cosa.,  cosKg, 
«.,0  =  sin^  a^  —  m  sin  «^  sin  «3 , 

«11  +  «22  =   1   —  "*  cos  (f'-'2  ~~  ('s)- 
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Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  also 

1 
cos  6  ' 

wenn  mit  ö  der  Winkel  T,  ^3  =  <^2  —  "^3  bezeichnet  wird.  Die 
gleichseitige  Hyperbel,  die  die  Schenkel  des  Dreiecks 
T^T^T^  in  den  Enden  der  Grundseite  T^  berührt,  hat  also 
die  Gleichung 

cos 6  ■  T^-  —  T,T.^  =  (), 

wobei  ö  den  Winkel  an  der  Spitze  bezeichnet. 
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A  1 1  e  e  in  e  i  u  e    B  e  m  e  r  k  u  n  g  e  ii. 

§  38.    Bestimmung  einer  Kurve  n*-""  Ordnung  durch 
gegebene  Punkte. 

Die  Ermittelung  der  Eigenschaften  solcher  Linien,  bei  denen 
die  Koordinaten  der  einzelnen  Punkte  für  ein  beliebiges  Parallel- 
koordinatensvstom  durch  eine  Gleichung  di'itten,  vierten  Grades  u.  s.  f. 
aneinander  gebunden  sind,  wird  um  so  umständlicher  und  schwie- 
riger, je  höher  der  Grad  der  Gleichung  ist.  Es  ist  gelungen,  eine 
reiche  Fülle  von  allgemeinen  Sätzen  aufzustellen,  die  sich  ins- 
besondere auf  die  Tangenten  höherer  Kurven,  auf  ihre  Durchschnitts- 
punkte mit  Geraden  (entsprechend  den  Polarensätzen  bei  den  Kegel- 
schnitten), sowie  mit  Kurven  niederen  und  gleichen  Grades  beziehen. 
Die  Einteilung  der  Linien  eines  bestimmten  höheren  Grades  nach 
gewissen  Typen  (so^vie  die  Kegelschnitte  in  Parabeln,  Ellipsen  und 
Hyperbeln  zerfallen)  und  die  Untersuchung  der  besonderen  Eigen- 
schaften der  einzelnen  Typen  begegnet  gi-oßen  Schwierigkeiten 
Avegen  des  Formenreichtums  bei  Kurven  höheren  Grades;  derselbe 
ist  bereits  bei  den  Kurven  dritten  Grades  unvergleichlich  größer, 
als  bei  den  Kegelschnitten,  zufolge  der  größeren  Anzahl  der  in 
einer  kubischen  Gleichung  enthaltenen  Konstanten. 

Wir  werden  uns  darauf  beschränken,  einige  Richtungen  an- 
zugeben, in  denen  die  Untersuchung  von  Kurven  höherer  Grade 
vor  sich  gehen  kann,  und  davon  Anwendung  auf  geeignete  Bei- 
spiele zu  machen*). 


*)  Tiefer  in  die  Erkenntnis  der  bis  jetzt  entdeckten  Eigenschaften 
der  Kurven  höherer  Grade  einzuführen,  liegt  außerhalb  der  fiir  dieses 
Buch  gezogenen  Grenzen;  wir  verweisen  die  Leser,  welche  weiter  vor- 
dringen wollen,  auf  die  Werke:  Durege,  Die  ebenen  Kurven  dritter 
Ordnung,  Leipzig  1871;  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  der 
höheren  ebenen  Kurven,  2.  Aufl.,  Leipzig,  1882;  Clebsch-Lindemann, 
Vorlesungen  über  Geometrie,  Leipzig  1876;  Baltzer,  Analytische  Geo- 
metrie, Leipzig  1882;  Loria,  Spezielle  algebraische  und  transcendente 
ebene  Kurven.     Deutsch  von  Schütte,  Leipzig  1902. 


1) 


2) 
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Die  allgemeine  Form  einer  Gleichung  n^^  Grades  zwischen 
den  Koordinaten  x,  y  eines  Punktes  läßt  eine  doppelte  Anordnung 
zu,  je  nachdem  man  diejenigen  Glieder  zusammenfaßt,  welche  die- 
selbe Potenz  einer  Veränderlichen,  z.  B.  der  Abscisse  x,  enthalten, 
oder  die  Glieder  gleicher  Dimensionen  kombiniert.  Im  ersteren 
Falle  hat  man 

+ 

+  (An-l'r-'  +  ^.-2^"-'  +  •■•  +  Zii/  +  M)X 

+  U„/'  +  B„_,y"-'  +  •  •  •  -f  JI,y  +  X)  =  0, 
im  andern  besitzt  die  Gleichung  die  Form: 

Äx^'  +  Ä,x"-'y  +  A,x"-'-y''  +  •••  +  A„_,xy''-'  +  Ä„y" 
+  Bx"-'  +  B,x"-hj  +  •  ■  •  +  B„_,xy^-^  +  B„_,y"-'- 

+ 

+  (Lx'  +  L^xy  +  L.,y^)  +  {Mx  +  2I^y)  +  .\'  =  0. 

Beliebig  viele  der  Koeffizienten  A^  i?,  C  u.  s.  f.  können  hierin 
gleich  Null  sein,  nur  selbstverständlich  nicht  gleichzeitig  alle  die- 
jenigen, welche  der  höchsten  Dimension  angehören. 

Die  Anzahl  der  Koeffizienten  kann  man  in  l)  oder  2)  ab- 
zählen; in  1)  enthalten  die  mit  den  fallenden  Potenzen  von  x 
multiplizierten  Klammern,  einschließlich  des  Gliedes  Ax"^  Koeffizienten 
in  der  Anzahl  1,  2,  3,  4,  .  .  .  m,  n  -\-  1:  die  Summe  dieser  Zahlen 
ist  bekanntlieh 

4-(»  +  \)in  +  2)  =  ^n{n  +  '6)+  1. 
Da   man    nun    einen  Koeffizienten   immer   dui'ch  Division  entfernen 
kann,   so  enthält  die  Gleichung  nur  4-«(n-|-3)  wesentliche 
Konstante. 

Soll  eine  Kurve  n^^^  Grades  einen  gegebenen  Pxinkt  x^y^  ent- 
halten, so  müssen  diese  Koordinaten  der  Gleichung  1^  genügen; 
hierdui'ch  ergibt  sich  eine  lineare  Bedingungsgleichung  der  un- 
bekannten Koeffizienten.  Dm'ch  -.V  n  («  +  3  )  solcher  Gleichungen 
sind  die  in  gleicher  Anzahl  vorhandenen  wesentlichen  Konstanten 
bestimmt;  daher  folgt:  Eine  Kurve  ;<*"  Ordnung  ist  durch 
\n(ii  +  3)  Punkte  bestimmt.  Setzt  man  hier  für  )}  der  Reihe 
nach  1  und  2,  so  erhält  man  als  Zahl  der  zur  Bestimnuing  nötigen 
und  ausreichenden  Punkte  ^•1-4  =  2,  bez.  -i-  •  2  •  ö  =  5,  in  Über- 
einstimmung mit  der  bekannten  Tatsache,  daß  eine  Gorade  durch  2, 


§38.   Bestünmiinfj ,  iiier  Kurve  »'"■  Ordnung  durch  ge<^L'l)ene  Punkte.     2)'i3 

ein  Kegelschnitt  durch  5  Punkte  bestimmt  ist.  Für  n  =  3  ergibt 
sich  -J  •  3  •  G  =  9,  für  n  =  A  dagegen  -^^  •  4  •  7  =  14;  somit  folgt: 
Eine  Kurve  o.  Ordnung  ist  durcii  9  Punkte,  eine  Kurve 
4.  Ordnung  durch  14  Punkte  bestimmt.  Die  Koordinaten 
der  Punkte,  die  zwei  Kurven  «*"  Ordnung  gemein  haben,  bestimmen 
sich  aus  zwei  verschiedenen  Gleichungen  der  Form  l).  Zu  ihrer 
Ermittelung  schreiben  wir  dio  Gleichung  1 )  abküi'zungsweise  in 
der  Form 

3)  F,x"  +  F,x"-'  +  F,,T«-2  +  .  •  •  +  F^_,x  +  F„  =  0, 

wobei  Ff.  eine  Funktion  der  Ordinate  y  vom  Grade  Je  bezeichnet. 
Die  Gleichung  einer  der  beiden  Linien  sei  3 ),  und  die  der  andern 

4)  a^x"  +  G^x^-'+  G,x"-'-  +  •••  +  G„_,x  +  G„  =  0. 

Wie  man  x  aus  3  i  und  4)  entfernen  kann,  wollen  wir  für  7i  =  2 
und  n  =  3  zeigen.  Für  n  =  2  fügt  man  zu  3)  und  4)  die  beiden 
Gleichungen,  die  aus  3)  und  4)  durch  Multiplikation  mit  x  hen^or- 
gehen,  und  erhält  so  den  zu  erfüllenden  Verein 

FqX^  +  F^x-  -\-  F^x  =  0, 

F^x^  +  F^x  +  ^2  =  0, 

^^  Gf^x^  +  G^x^  -\-  G^x  =  0, 

G^x'  +  G^x^  G,  =  0. 

Diesen  Verein  kann  man  als  linear  füi*  die  Größen  a;^,  a;^,  a;\  x^ 
ansehen;  sein  Bestehen  wird  dui*ch  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante bedingt 


6) 


F, 

F, 

F, 

Fo 

F, 

F, 

(^0 

G^i 

G, 

G^o 

(^\ 

Gr. 

=  0. 


Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  jedes  Glied  die  Form  F^  Fj.  Gj  G^ 
hat,  worin  i  7c  J  m  0,  1  oder  2  bedeuten  und  /  +  ^'"  +  ^  +  '»  iii 
allen  Gliedern  4  beträgt.  Da  nun  aber  F^  und  G^  in  Bezug  auf  y 
im  allgemeinen  vom  Grade  i  sind,  so  folgt,  daß  5)  vom  4.  Grade 
ist.  Hat  man  die  vier  Wurzeln  v/^,  y^»  2/3?  ^i  "^'*^^  6)  berechnet, 
so  kann  man  die  zugehörigen  Werte  von  x  finden,  indem  man  die 
ersten  drei  Gleichungen  des  Vereins  5)  zusammenstellt.  Aus  ihnen 
schließt  man  auf  das  Verschwinden  der  Determinante 
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F,     F,     F,x  ! 

7)  -P'o     F,x^  F,    =0. 

Diese  Gleichung  ist  linear  für  x,  und  liefert  zu  jeder  Wurzel  von  6) 
eindeutig  den  zugehörigen  Wert  von  x.  Hieraus  folgt:  Zwei 
Kurven  2.  Ordnung  haben  im  allgemeinen  vier  Punkte 
gemein. 

Ahnlich  verfährt  man,   wenn  3)  und  4)    dritten  Grades  sind. 
Aus  dem  Vei-eine 

Ff,x^  +  F^x^  +  F^x^  +  F.^x^  =  0, 

F,x' ^  F,x' +  F,x  +  F,  =  0, 
GqX^  +  G^x^  -^  G^x'^  +  G-^x-  =  0, 


8) 


6?oÄ-^+  G^x^  +  G,x-  +  G^ 

GqX^  +  G^x^-  +  G,x  +  ^3 


0, 
0 


folgt 


9) 


G. 


F, 

F, 

Fo 

Fo 

F, 

fI 

Fo 

F, 

(^x 

G. 

G-s 

(^0 

G^i 

G.-, 

^-0 

<?i 

^3 

F. 


G, 


Cr.,        Go 


=  0. 


Jedes   Glied    der    linken   Seite    ist    für  y    vom    9.   Grade, 
gehörigen  x  folgen  eindeutig  aus 


Die 


10) 


F.     F,     F.,     F. 


a. 


G. 


F.^x 


3 

G, 


F.x  +  J^s    =  0. 


G^x 


F, 

Fo 
G, 

'0        ^'^1 

Dies    lehrt:     Zwei     Kurven     3.   Ordnung     schneiden    sich    in 
9  Punkten. 

Da  nun,  wie  wir  auf  S.  233  gezeigt  haben,  eine  Kurve 
3.  Ordnung  durch  9  gegebene  Punkte  eindeutig  bestimmt  ist,  so 
können  die  Punkte  eines  Schnittpunktvereins  von  zwei  Kurven 
3.  Ordnung  nicht  voneinander  unabhängig  sein.  Legt  man  durch 
acht  beliebige  Punkte  1,  ...  8  zwei  verschiedene  Kurven  3.  Orduuuij, 
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indem  man  etwa  zu  dfn  ailit  l'iniklrn  naclieinaiider  noch  zvvoi 
gauz  beliebicre  nennte  l'unkte  7'  und  (^  iii»rt  und  sind  i'' =  0  und 
G  =  0  die  (Jleichungen  der  durch  1,  L>,  •  •  •  8,  P,  bez.  1,  2,  •  •  •  8,  Q 
bestimmten  Kurven  3.  Ordnung,  so  muli  auch  jeden  der  unendlich 
vielen  Kurven  ;{.  Ordnung,  die  man  aus  /<'  =  ()  und  (r  =  0  für 
wechselnde  Werte  der  Zahl  k  durch  die  Zusammensetzung  ableitet 

11)  F+XG  =  0, 

die  gegebenen  8  Punkte  enthalten;  außerdem  enthält  jede  der 
Kurven  11)  den  bestimmten  9.  Punkt,  den  die  Kurven  F  =0  und 
G  ^  0  außer  1,  2,  •  •  •  8  noch  gemein  haben.  Damit  enthüllt  sich 
eine  Eigenschaft  der  Kurven  3.  Ordnung,  zu  der  es  in  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  kein  Seitenstück  gibt:  Haben  zwei  oder 
mehr  Kurven  3.  Ordnung  gegebene  8  Punkte  gemein,  so 
enthalten  sie  alle  auch  noch  einen  9.  Punkt,  der  durch 
die  8  gegebenen  Punkte  mit  bestimmt  ist.  Man  kann 
diesem  wichtigen  Satz  auch  folgende  Fassung  geben:  Wenn  eine 
Kurve  3.  Ordnung  8  Schnittpunkte  zweier  andrer  Kurven 
derselben  Ordnung  enthält,  so  muß  sie  auch  den  neunten 
enthalten. 

Wir  begnügen  uns  damit,  nur  eine  Anwendung  dieses  frucht- 
baren Satzes  zu  geben.  Die  erste,  dritte  und  fünfte,  sowie  die 
zweite,  vierte  und  sechste  Seite  eines  Sechsecks  12  3  4  5  6  bilden 
zwei  (zerfallende)  Kurven  3.  Ordnung.  Ihre  neun  Schnittpunkte 
bestehen  aus  den  Ecken  des  Sechsecks  und  den  drei  Schnittpunkten 
der  Gegenseiten  12  und  45,  23  und  56,  34  und  61  des  Sechs- 
ecks. Ist  nun  das  Sechseck  einem  Kegelschnitte  K  eingeschrieben, 
so  bildet  K  mit  der  Geraden  T  der  Punkte  12,  45  und  23,  56 
eine  Kurve  3.  Ordnung,  die  8  von  den  genannten  9  Punkten  ent- 
hält; folglich  muß  der  Punkt  34,  61  auf  T  liegen.  Wenn  also 
ein  Sechseck  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  ist,  so 
schneiden  sich  die  Gegenseiten  auf  einer  Geraden.  Dies 
dürfte  der  einfachste  Beweis  des  Pascalschen  Satzes  sein,  der 
seine  wahren  Wurzeln  zeigt. 

§  39.     Gleicliungeii    einiger    besonderen   Linien   dritter   und 
vierter  Ordnung. 
I.    Die  Parabelevolute  (Neilsche  Parabel). 
Der   geometrische  Ort   der  Krümmungsmittelpunkte   einer   ge- 
gebenen Kurve    wird   die  Evolute    dieser  Linie   genannt;    die  ur- 
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spvüngliche  KuiTe  selbst  führt  in  ihrer  Beziehung  zur  Evolute  den 
Namen  Evolvente.  Was  im  allgemeinen  den  Weg  betrifft,  auf 
welchem  die  Gleichung  einer  Evolute  gefunden  werden  kann,  so 
müssen  zuvor  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  xy  als 
Funktionen  des  zugehörigen  Punktes  x^y^  der  Evolvente  gegeben 
sein.     Mau    hat   in    diesem   Falle    zwei  Gleichungen  von  der  Form 

X  =  (p{x^,  yj,     y  =  '^{xy,  yj). 

Wird  hierzu  die  Bedingung  gefügt,  daß  der  Punkt  x^y^  auf  der 
Evolvente  liegen  soll,  deren  Gleichnng 

F{x,y,)  =  0 

sein  mag,  so  liegen  drei  Gleichungen  vor,  aus  denen  die  Koordi- 
naten des  besonderen  Kurvenpunktes  x^y^  zu  entfernen  sind.  Es 
bleibt  dann  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  übrig,  die  sich,  un- 
abhängig von  der  Lage  des  Punktes  X-^y^,  auf  alle  Krümmungs- 
mittelpunkte  der  gegebenen  Kurve  bezieht;  dieselbe  ist  also  die 
Gleichung  der  gesuchten  Evolute.  —  Zur  Anwendung  dieser  Theorie 
stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Gleichung  und  aus  dieser  die 
Gestalt  der  Parabelevolute  zu  ermitteln. 

Wird  die  Achse  der  Parabel  zur  a;-Achse  und  ihre  Scheitel- 
tangente zur  y/ -Achse  genommen,  so  gelten  nach  §  18  Xr.  9) 
und  10)  füi-  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  die 
Gleichungen: 

X=p  +  oX^,     y^  —  1^,^ 

wobei  der  Punkt  x^y^  als  Parabelpunkt  noch  der  Gleichung 

zu  genügen  hat.  Berechnet  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen 
ä:j    und    //j^,    und    setzt    diese    Werte    in    die    letzte    Gleichung,    so 

entsteht: 


hüris 

1)  r 


und  hieraus   nach   gehöriger  Umgestaltung: 

8     (x  —  py 

Die    Parabelevolute    ist    hiernach    eine  Linie    dritten   Grades.      Was 
ihre    Gestalt    betrifft,    so    folgt   aus    dem    Umstände,    daß    in    der 
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Gloichuii«,'  1)  ilii-  <  »nliiiiitr  nur  in  der  zweiten  Potfuz  vorkommt, 
die  Symmelric  ilrr  Kurve  in  He/.irliun^f  auf  die  Parabelach.se.  Da- 
bei wird  //  füi-  :r  <^ /)  imaginär,  für  x=p  ist  ?y  =  0,  für  x  "^  p 
dagegen  besitzt  y  immer  zwei  reelle  Werte,  deren  absolute  Größe 
gleichzeitig  mit  x  ins  Unendliche  wächst.  Einfacher  noch  als  aus 
Nr.  1)  lassen  sich  die  Eigenschaften  unserer  Kurve  übersehen,  wenn 
rnnii  (lunii  parallele  Verschiebung  der  y-Acbse  den  Koordinaten- 
anfaug  in  den  der  r-Achse  angehörenden  Peripheriepunkt  verlegt, 
welcher  x  =  p  und  if  =  0  zu  Koordinaten  hat*).  Bezeichnet  man 
die   neuen  Koordinaten   mit  ,/•'   und  i/.  so   ist 

X  =  X  -\-  2h     y  =  y 
zu  setzen.     Wird  nun  außerdem  noch  die  Abkürzung 

2)  Ä'  =  ;^i> 
eingeführt,  so  geht  die  Gleichung  der  Evolute  in 

3)  ktj""  =  x'^ 

über.  Diese  Form  der  Gleichung  zeigt  sofort,  daß  von  x'  ^  0  an 
die  absoluten  AVerte  von  i/  gleichzeitig  mit  den  x\  aber  in  einem 
stärkeren  Verhältnisse  als  diese  wachsen.    Die  „.     „. 

±  lg.  bU. 

Evolute  erhält  hierdurch  die  Gestalt  der  Kurve 
POP'  (Fig.  60),  für  welche  PAP'  die  zuge- 
hörige Parabel  darstellt.  Da  in  letzterer,  im 
Gegensatze  zu  ihrer  Evolute,  die  Oi'dinaten  in      AJ^q^^^  y     y 

einem  weniger  starken  Verhältnisse  als  die 
Abscissen  wachsen,  so  schneiden  sich  die  bei- 
den Linien  zu  beiden  Seiten  der  ic- Achse  in 
zwei  Punkten  P  und  P' .     Für   diese   Punkte 

gelten  die  Gleichungen  beider  Kurven,  also,  wenn  wir  zu  den  auf 
den  Koordinatenanfang   A  bezogenen   Gleichungen  zurückkehren, 

y  =  2jj  X,      y  =  -  — -^ , 

woraus  für  die  x  gemeinschaftlicher  Punkte  die  Gleichung 

{x  —  jj)3  =  ^-}  p-x 

hervorgeht.    Diese  Gleichung  hat  zwar  lauter  reelle  Wurzeln,  nämlich 

Xi  =  4i^,     a-2  =  x.^  =  —  -i-l>; 


*)    Es   ist   dies    der   KrümmungsmitteliJunkt   für   den    Scheitel   der 
Parabel. 


238  Neuntes  Kapitel.    Linien  höherer  Ordnung. 

die  beiden  letzten  sind  aber  in  unserem  Falle  deshalb  unzulässig, 
weil  zu  ihnen  in  beiden  Kurven  imaginäre  y  gehören.  Es  bleibt 
daher  nur  AM  =  4j^  =  iAO. 

IL    Die  Cissoide  (Fußpunktkurve  der  Parabel). 

Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  aus  auf  die  Tangenten 
einer  gegebenen  Kurs^e  Senkrechte  fällt,  also  diesen  Punkt  auf 
die  Tangenten  projiziert,  so  liegen  die  Projektionen  oder  die  Fuß- 
punkte der  gefällten  Perpendikel  auf  einer  neuen  Linie,  der  man 
den  Namen  Fußpunktkurve  gibt.  Der  aus  dem  Mittelpunkte 
der  Ellipse  mit  einem  der  großen  Halbachse  gleichen  Radius  be- 
scbriebene  Kreis  und  der  Hauptkreis  der  Hyperbel,  die  fiii-  die 
Parabel  in  die  geradlinige  Scbeiteltangente  übergehen,  sind  Beispiele 
solcher  Fußpunktlinien  für  die  in  einer  Linie  zweiten  Grades  aus 
einem  Brennpunkte  gefällten  Perpendikel.  Wir  wollen  zu  diesen 
bereits  bekannten  Beispielen  einige  andere  auf  die  Linien  zweiten 
Grades  bezügliche  hinzufügen. 

Was  im  allgemeinen  die  Methode  betriflFt,  mittels  welcher  die 
Gleichung  einer  Fußpunktkurve  gewonnen  wird,  so  ist  sie  mit  der 
bei  Aufsuchung  der  Evolutengleichung  angewendeten  in  Überein- 
stimmung. Die  Gleichungen  der  Tangente  im  Kurvenpunkte  a'j^Vi 
und  der  vom  festen  Punkte  darauf  gefällten  Senki'echten  bilden  für 
den  Fußpunkt  xy  zwei  Gleichungen,  welche  mit  der  für  x^  und  i/^ 
geltenden  Kui*vengleichung  zu  verbinden  sind,  um  nach  Entfernung 
von  Xi  und  y^  eine  nur  noch  x  und  y  enthaltende,  auf  sämtliche 
Fußpuukte  bezügliche  Gleichung  übrig  zu  lassen.  Dieselbe  ist  die 
Gleichung  der  gesuchten  Fußpunktkurve. 

Die  gegebene  Kui-ve  sei  eine  Parabel,  aus  deren  Seheitel 
die  Senkrechten  gefällt  werden. 

Wählen  wir  wieder  die  Achse  der  Parabel  imd  ihre  Scheitel- 
tangente zur  X-  und  y- Achse  eines  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systems, so  lautet  nach  §  16  Nr.  ll)  die  Gleichung  der  Taugente 
im  Parabelpunkte  x^y^: 

Uxll  =  P{^  +  -ii)» 

und    für    die   aus   dem   Scheitel    darauf  gefällte  Senkrechte    ergibt 

sich   nach   Nr.   6)   im   §  0: 

.Vi 
>l  =  —       X. 
^  P 
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Aus   diesen   beiden   (Jleirhnnfron   folgt: 

Werden  diese  Werte  in  die  Parabelgleichung 

eingesetzt,  so  erhält  man  bei  einfacher  Umgestaltung  die  für  alle 
Fußpunkte  geltende  Gleichung: 

Die  gesuchte  Kurve  ist  hiernach  eine  Linie  dritten  Grades,  welche 
eine  zur  a;-Achse  symmetrische  Form  besitzt;  dabei  liegt  sie  voll- 
ständig auf  der  Seite  der  negativen  x.  Mit  Rücksicht  auf  die 
letzte  Eigenschaft  ist  es  bequemer,  wenn  beide  Seiten  der  x-Achse 
so  unter  sich  vertauscht  werden,  daß  die  positiven  x  auf  diejenige 
Seite  der  y-Achse  zu  liegen  kommen,  auf  welcher  sich  die  Kurve 
befindet.  Dabei  geht  a;  in  —  x  über.  Wenn  wir  außerdem  noch 
die  Konstante 

d.  i.  nach  §  14  Nr.  l)  den  Abstand  des  Parabelscheitels  vom  Brenn- 
punkte oder  von  der  Leitlinie  einführen,  so  verwandelt  sich  die 
Gleichung  l)  in 

6)  f/-  =  x{x-  -\-  if\ 

und   hieraus   ergibt  sich,   wenn   auf  y  reduziert  wird, 

^  -^         f — X 

Man  sieht  aus  diesem  Ausdrucke,  daß  y  nur  solange  reelle  Werte 
erhält,  als  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  f  enthalten  ist;  die  Kuiwe 
liegt  also  gänzlich  innerhalb  des  von  der  Scheiteltangente  und  der 
Leitlinie  begrenzten  Flächenstreifens.  Innerhalb  dieses  Eaumes 
wachsen  die  y  von  0  bis   (X). 

Gehen  wir  mittels  der  Substitutionen 

y  =  r  sin  qo,      x  =  r  cos  gj,      x^  -\-  y'^  =  r'^ 
von  Nr.  3)  zu  Polarkoordinaten  über,  so  entsteht  die  Polargleichung 
8)  }•  ^=  f  sin  (p  tan  gp*), 


*)  Hierbei  sind  ebenso  wie  in  der  Polargleichung  der  Neilschen 
Parabel  zwei  aus  der  Gleichung  /•-  =  0  hervorgehende  Wurzeln  ab- 
geworfen worden. 
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welche  zu  einer  höchst  einfachen  Konstruktion   der  in  Rede   stehen- 
den Kurve  hinführt.     Wird  nämlich  in  Fig.  Gl,   wo  0  den  Parabel- 
scheitel   und    DN   die    Leitlinie    darstellt,    über    dem   Durchmesser 
Fig.  Gl.  OA  =  f  ein  Kreis  gezogen,  so  ist,  wenn  LÄOP=^  qp 

gesetzt  wird, 

A3I  =  fsin  (p, 

folglich,  da  /.  MAN  =  L  AOP, 

MN  =  AM  tan  cp  =  f  sin  (p  tan  cp. 
und  hiernach  mit  Rücksicht  auf  Nr.  5),  wenn  P 
einen  Kurvenpunkt  darstellt,  MN  =  OP,  also  auch 
PK  =  031.  Man  wird  leicht  bemerken,  wie  mit 
Benutzung  dieser  Eigenschaft  beliebig  viele  Punkte 
der  Kurve  gewonnen  werden  können. 

Die  durch  die  Gleichungen  l),  3),  4)  und  5) 

dargestellte   Linie    führt    den    Namen   Cissoide. 

Soll  die  Fußpunktkurve  der  Ellipse  für  die  aus   dem 

Mittelpunkte  gefällten  Perpendikel  gesucht  wei*den,  so  gelten 

für    den    Pußpunkt  xy    und    den    zugehörigen    Ellipsenpunkt    j.\y^ 

(vgl.  §  2 1  Nr.  1 1 )  die  di-ei   Gleichungen : 


crn 

'ir-- 

Aus 

den 

beiden 

ersten 

Gleichungen  folgt: 

'!J-  = 

ax 

2^1- =  _ 

by 

a 

rr^  +  r  ' 

b        X- 

+  y' 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  di-itte  Gleichung  ein,  so  erhält  man 
für  die  Fußpunktkurve: 

a-x-  -\-  b-y- 


9) 


=  1, 


{x'^yr- 
oder  nach  Reduktion  auf  den  Nenner: 

10)  (x2  +  /)2=aV  +  6V-- 

Der  Umstand,  daß  diese  Gleichung  nur  gerade  Potenzen  von  x 
und  y  enthält,  wonach  sich  zu  jedem  Werte  der  einen  Koordinate 
gleiche,  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehene  Worte  der 
andern  ergeben,  zeigt,  daß  die  gesuchte  Kurve  gegen  beide  Achsen 
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symmetrisch  liegt,  eiuo  Eigenschaft,  die  auch  sofort  aus  der  Ent- 
stehung der  Linie  abgeleitet  werden  kann.  Die  Kurve  selbst  ist 
eine  Linie   vierten   Grades. 

Die  Gleichung  der  Fußpunktkurve  einer  Hyperbel  für 
die  aus  dem  Mittelpunkte  gefällten  Senkrechten  ergibt 
sich  mit  Rücksicht  auf  die  im  Eingange  des  §  25  besprochene 
Beziehung,  welche  zwischen  der  Ellipsen-  und  Hyperbelgleichung 
stattfindet,  wenn  man  in  Nr.  7)  h'  mit  —  }r  vertauscht.  Die 
Gleichung  lautet  folglich: 

11)  (.1-  +  r)^  =  «'^■'  -  ^'V'^ 

wonach  die  Fußpunktkm-ve  wieder  dem  vierten  Grade  angehört 
und  gegen  beide  Achsen  symmetrisch  gelegen  ist. 

Setzt  man  eine  gleichseitige  Hyperbel,  also  a  =  h  voraus, 
so  vereinfacht  sich  die  Gleichung  zu 

12)  (x'-^y'f^a'U'-i,'). 

Die  hierdurch  darge.stellte  Kuitc  führt  den  Namen  Lemuiskate 
(Fig.  62). 

Die  Lemniskate  besitzt  die  merkwürdige  Eigenschaft,  daß, 
wenn  man  in  der  Achse  ÄA'  zu  beiden  Seiten  des  Mittelpunktes 
zwei  feste  Punkte  F  und  F'  in  dem  Fig.  62. 

Abstände 0^=  OF'  =  a\  ^  annimmt, 
für  jeden  beliebigen  Peripheriepunkt 
das  Produkt  FF  ■  FF'  der  beständigen 
Größe  \a'  gleich  ist.   Aus  den  Formeln 

PF''={x-^ayiy'+r 

folgt  nämlich  durch  ^lultiplikation  nach  einfacher  Umformung: 

P^  .  PF''  =  (x-  +  rf  -  a\A--  -  f)  -f  lrt^ 

und  hieraus  mit  Rücksicht  auf  Nr.  12):  . 

PF^  ■  PF'^^  =  \a\ 

worin  die  angegebene  Eigenschaft  ausgedrückt  ist.  Die  Lemuiskate 
bildet  hiernach  einen  besonderen  Fall  einer  Linie,  in  welcher  über- 
haupt das  Prodiikt  PF  •  PF'  eine  beliebige  konstante  Größe  q- 
hesitzt.     Um  auch  für  diesen  allgemeineren  Fall  die  Gleichung  zu 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  I.    T.  Aiifl.  16 
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entwickeln,  behalten  wir  die  voi-her  angewendeten  Kooi-dinaten- 
achsen  bei  und  setzen  OF  =  OF'  =  e.     Dann  i.st 

Avoraus  mittels  der  vorgelegten  Bedingung  die  Gleichung 

{{x-ey  +  ^/}    {(x^ey  +  /-]  =  ./ 

hervorgeht.  Aus  derselben  ergibt  sieb  nach  Ausfühi-ung  der  Multi- 
plikation und  geänderter  Ordnung  der  Glieder: 

13)  (^x'^^y'-)  -2e-(x'-i/)^r/-e\ 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve  vieiien  Grades  hat 
den  Namen  der  Cassinischen  Linie  erhalten*».  Sie  zeichnet  sich 
durch  eine  mit  der  gegenseitigen  Größe  von  c  und  <]  mannigfach 
wechselnde  Formverschiedenheit  aus. 

§  40.     Tangenten,  Wendepunkte,  Doppelpunkte  und 
Doppelpunktstangenten. 

I.  Sind  x^i/^  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P^  der 
Ebene,  und  zieht  man  von  P^  aus  eine  Gerade,  die  mit  der  x -Achse 
den  Winkel  qp  bildet,  so  sind  die  Koordinaten  xi/  des  Punktes  P 
dieser  Geraden,  der  von  P^  den  Abstand  )*  hat, 

1)  X  =  a'j  +  rcosg;,  Z/  =  2/i  +  >'singj. 
Soll  nun  P  auf  der  Kurve  liegen,  deren  Gleichung 

2)  F(xy)  =  0 

ist,  so  hat  man   1)  in   2)  einzusetzen,  und  erhält 

3)  -^(-^i  +  rcoscp,     y^  -\-  rsinqp)  =  0. 

Wir  wollen  die  linke  Seite  nach  steigenden  Potenzen  von  r  ent- 
wickeln. Das  mit  keiner  Potenz  von  r  behaftete  Glied  bleibt  in 
dieser  Gleichung  übrig,  wenn  man  >•  =  0  setzt,  es  lautet  daher 
■^  (^i2/i)i  bezeichnen  jpj',  jPj',  J*\",  .  .  .  bestimmte  Funktionen  von 
Xj^/i,  die  sich  in  jedem  einzelnen  Falle  ohne  Schwierigkeit  her- 
stellen lassen,  so  ergibt  die  verlangte  Entwicklung 


*)  Kach  dem  bekannten  Astronomen  Dominiciue  Cassini,  der 
diese  Linie  benutzte,  um  von  ihr  eine,  übrigens  irrtümliche  Anwendung 
auf  die  Theorie  der  Mondbewegung  zu  machen. 
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F{x\!/^)  +  (F^coscp  +  K' sin  cp)r 

+  (-/''i    cos-(;p  +  i'V' cos  qp  sin  9  +  f^    sin^  (p)r^-{-  ■  ■ 

Wir    wollen    nun    1\     ;iuf    Fix//)  =  0    annehmen.       Alsdann    ver- 
schwindet F{^x\i/^)   und  die    übrigbleibende   (Ueichung    hat  in   allen 
Gliedern   den  Faktor   ?•,   eingibt   also,   wie   vorauszusehen    war,   die 
Wurzel  r  =  0.      Die  übrigen   Wurzeln   folgen   aus  der  Gleichung 
Fj^  cos  cp -\- F^' sin  g) 
+  (F/'cos-qp  +  iV'cosgpsinqp  -f  F.^" sin^  q})  r  -\ —  •  =  0. 

Im  allgemeinen  sind  deren  Wurzeln  von  Null  verschieden.  Soll 
5)  von  >•  =  0  befriedigt  werden,  die  Gerade  also  zwei  in  P^ 
fallende  Punkte  mit  der  Kurve  gemein  haben,  so  nmß  cp  so  ge- 
wählt werden,  daß 

6)  i'ycos9?  +  J'o'siu(5P  =  0. 
Hieraus  folgt 

o  TT" 

tan  cp  =—  ^V  , 
und  die  Gleichung  der  Geraden 

1/  -  l/i  =  -  ^  {x  -  «i), 
oder  besser 

7)  i.-(^._^J  +  i<y(y_^J_0. 

Da  diese  Gerade  in  P^  zwei  unendlich  nahe  zusammenfallende 
Punkte  mit  der  Kui-ve  gemein  hat,  so  berührt  sie  die  Kurve  in 
diesem  Punkte;  7)  ist  also  die  Gleichung  der  Tangente  der 
Kurve  F(x}/)  =  0  im  Punkte  x^y-j^. 

Die  Gleichung    der  Neilschen  Parabel   (§  39,  I)  können  wir 
in  der  Form  annehmen 

8)  x'  -  qf  =  0, 

wobei  die  Ordinatenachse  durch  den  auf  der  Abscissenachse  liefen- 
den  Punkt  der  Kurve  geht,  und  q  für  ~p  gesetzt  worden  ist.  Die 
Ersetzung  l)  ergibt 

Xy^  —  2  ?/i-  +  (3  Ä-^-  cos  qp  —  2  qy^  sin  (p)  r 

+  (3Xj^cos"qp  —  ^sin^qp)>-^  -|-  cos^qo  •  r'^  =  0. 

Die  Taugente  im  Punkte  x-^y^  hat  also  die  Gleichung 

•6x^-  [X  -  x^)  —  -Iqy^  [^y  -  y^)  =  0, 

oder,  in  Rücksicht  auf  8), 

16* 
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10)  ÖXi' ■  X—  2fji/^  ■  ij  —  x^^  =  0. 

Insbesondere  gilt  für  die  Tangente  in  dem  Punkte  3j>,  2^;y2  der 
Neil  sehen  Parabel,  in  dem  sie  von  der  zu  Grunde  liegenden  ge- 
meinen Parabel  geschnitten   wird, 

d6x  —  27  ]/2  •  ?/  —  512^;  =  0. 

Ihre  Richtung  hängt   nicht  vom  Parameter  ab,    was  sich  von 
vornherein  erwarten  ließ,  da  alle  Parabeln  einander  ähnlich  sind. 
Die   Gleichung  der  Cissoide   (§  39,  II)  schreiben   wir 

X  (x^  +  /-)  —  fif  =  0. 
Die  Ersetzung   l)  ergibt 

{i\  +  rcoicp)  (o\^  -\-  y^-  -\-  2xircos(p  +  2i/j^rsi\i(p  +  )•-) 
—  fdfi^  +  2y^sm(p  +  r-sin-qp)  =  0, 
oder,  nach  Potenzen  von  r  geordnet, 

11)  +  {{Sx^^  +  2/1") cos (jD  4-  2y^  (x^  —  f)sm(p]  r 

-{-  { (ß x^cos^ q) -\- 2 y^cos cp sin (p-\-(xi^  —  f) sin- cp  }  r-  +  cosqp  •r^  =  0. 

Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  .r^yj  der  Cissoide 
ist  daher 

12)  (3ä,2  4-  y^)  (x  -  X,)  +  2y,  {x,  -  f)  {y  -  y,^  =  0. 

Füi"  die  Lemni skate  (§  39,  12)  hat  man  die  Entwicklung 

(.^1-  +  y,-)-  -  n-  {x,'  -  ?/r)  +  2  {  2.-,-  +  2y,^-a')  x,  coscp 

-f  (2.T1-  +  2y^-  +  a^)yism(p]  r 

13)  +  { [Qx^^  +  2?/^-  —  a'-)  cos-qp  -f  8.(\?/^cosqDsinqp  + 

(2.rj-  -f  G?/i- +  fl-)  sin-qo }  y- 

+  4  (x\  cos  (jD  +  yi  sin  cp)  r^  +  r*  =  0. 

Die  Gleichung  der  Tangente  ist  hiernach 

U){2x,''-^2y,'--a')x,(x-x,)-\-{2x,'-  +  2j,,'+o-')y,{y-y,')  =  0. 

wofür  man  in  Rücksicht  auf  die  Kurvengleichung  auch  setzen  kann 

1  5)  {2x,--i-2y,-~a^)x^x-\-{2x^'--j- 2 y^--{-(i.;^yiy-(r[x^--y,'-)  =  0. 

Bei  der  allgemeinen  Cassini  sehen  Linie  ändert  sieh  au  der  Form 
der  Tangenteugleichung  nichts,  man  hat  nur  tt'-  dun-h  2(-  zu  er- 
setzen. 
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IL  Es  kann  vorkuniinen,  diiü  <kr  Winkel  gp,  der  der  Tileichung 
entspringt 

16)  t\'cos(p  +  F^'sinq)  =  0, 

auch  die  Gleichung  befriedigt 

17)  i''j"eos-(jp  +  J'V' cos  qp  sin  qo  +  F.^'sm'cp  =  0. 

Die  notwendige  und  ausreichende  Bedingung  hierfür  ergibt  sich, 
wenn  man  tan  9?  aus  16)  berechnet  und  in  17j  einsetzt;  man  er- 
hält für  die  Koordinaten  von  P'  die  Bedingungsgleichung 

18)         f,"f:-  -  f:'f,'f:  +  f.;'f^'^  =  o. 

Die  Gleichung  lehrt,  daß  P.  auf  einer  bestimmten  Kurve  liegen, 
also  ein  Schnittpunkt  von  JP  =  0  und  18)  sein  muß.  Die  Tan- 
gente in  jedem  dieser  Punkte  hat  in  x^i/j^  di'ei  unendlich  nahe  be- 
nachbarte Punkte  mit  der  Kurve  gemein;  man  nennt  deswegen  Pj^ 
Wendepunkt,  die  Tangente  in  P^  Wendetangente. 
Die  besondere  kubische  Parabel 

19)  7/  =  (rr  -  1)  [^x  -  2)  (x  —  3)  =  x^  -  Qx-  +  llrr  -  6 
gibt  entwickelt 

Xj^  —  Gx-^^  -\-  llXj^  —  ^  ~  i/i  +  L(^ ''1^  —  1 2 x^  -f  1 1)  cos 9?  —  sin  93]  •  r 
+  (oiCj  —  6)cos^cp  ■  r^  —  cos^cp  •  /-^  =  V. 

Die  Bedingungsgleichimg  für  Wendepunkte  beschränkt  sich  hier  auf 
das  erste  Glied  in  18),  lautet  daher 

Sifj  —  6  =  0, 

woraus  x^  =  2  und  y^  =  0  folgt;  der  Punkt  2  0  ist  daher  ein 
Wendepunkt  der  kubischen  Parabel  19).  Die  Gleichung  der  Wende- 
tangente  ergibt  sich,  wenn  man  in  der  Tangentengleichung 

(3.q-  -  12.r,  +  11)  (.r  -  rj  -  {y  -  y^)  =  0 
ii'j  ^  2,  ^1  ^  0   setzt;  man   erhält 

X  -f  ^  -  2  =  0. 

Die  Weudetaugente  durchschneidet  also  die  Abscissenachse  unter  45°. 
III.  Wenn  es  Punkte   auf  der  Linie  F  =  0  gibt,   füi-  die  die 

Gleichungen 

20)  "  P/  =  0    und    F2  =  0 

erfüllt  Averden,  so  hat  jede  Gerade  eines  solchen  Punktes  in  ihm 
zwei  Punkte  mit  der  Kurve  gemein.     Im   allsremeinen  werden  mit 
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den  Bedingungen  20)  nicht  zugleich  auch  die  Bedingungen 

21)  F;'  =  0,     ¥:'  =  0,     F3"  =  0 

erfüllt  sein,  im  allgemeinen  trifft  also  eine  solche  Gerade  die  Kurve 
an  dieser  Stelle  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten. 
Ein   Punkt,  der  den   Gleichungen   genügt 

22)  jP=0,     i-V  =  0,     F:  =  0, 

heißt  daher  ein  Doppelpunkt  der  Kurve. 

Da  diese  drei  Gleichungen  nur  zwei  Unbestimmte  a^,  y.^  ent- 
halten, so  kann  ihnen  im  allgemeinen  nicht  genügt  werden;  im 
allgemeinen  hat  also  eine  Kurve  »?*"  Ordnung  keine 
D 0 13 pelp unkte.  Um  zu  erkennen,  ob  eine  Kui-ve  Doppelpunkte 
hat,  muß  man  aus  zweien  der  Gleichungen  22)  x^  und  y^  be- 
rechnen, unter  diesen  sind  diejenigen  die  Doppelpunkte,  die  auch 
der  dritten   Gleichung  genügen. 

Die  Anzahl  der  Doppelpunkte,  die  bei  einer  Kui've  auftreten 
kann,  ist  durch  ihren  Grad  in  bestimmter  "Weise  beschränkt. 
Eine  Kurve  3.  Ordnung  kann  nicht  mehr  als  einen  Doppel- 
punkt haben.  Denn  hätte  sie  zwei,  so  würde  ihre  Gerade  mit 
der  Kurve  vier  Punkte  gemein  haben,  was  unmöglich  ist,  sofern 
die  Gerade  nicht  ein  Bestandteil  der  Kurve  ist.  Eine  Kurve 
3.  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  besteht  aus  einer  Geraden  und 
einem  Kegelschnitte,  bei  drei  Doppelpunkten  zerfällt  sie  in  drei 
Gerade.  Eine  Kurve  4.  Ordnung  hat  höchstens  drei  Doppel- 
punkte. Denn  hätte  sie  vier,  so  könnte  man  durch  sie  und  einen 
beliebigen  andern  Punkt  der  Kurve  einen  Kegelschnitt  legen,  und 
dieser  hätte  neun  Punkte  mit  der  Kurve  gemein,  da  nämlich  jeder 
■der  Doppelpimkte  auch  hier  für  zwei  Schnittpunkte  zählt.  Eine 
Kurve  4.  Ordnung  mit  vier  Doppelpunkten  zerfällt  also  in  zwei 
Kegelschnitte,  deren  Schnittpunkte  die  Doppelpunkte  sind,  und  die 
ihrerseits  wieder  ausarten  können.  Die  drei  Doppelpunkte 
einer  Kurve  4.  Ordnung  können  nicht  auf  einer  Geraden 
liegen,  denn  diese  Gerade  enthielte  dann  sechs  Pvmkte  der  Kui-ve. 
Wenn  also  eine  Kurve  4.  Ordnung  drei  Punkte  einer  Geraden  zu 
Doppelpunkten  hat,  so  zerfällt  sie  in  diese  Gerade  und  ein  Ge- 
bilde 3.  Ordnung.  Zieht  man  durch  einen  Doppelpunkt  eine  Ge- 
rade in  einer  Richtung,  für  die  der  Koeffizient  von  y-  in  der  Ent- 
wicklung .  .  .  verschwindet,  so  hat  eine  solche  Gerade  im  Doppel- 
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punkte  nicht  l)los  zwei,  sondern  drei  Punkte  mit  der  Kurve 
gemein,  schmiegt  sich  also  enger  an  die  Kurve,  wie  jede  andere 
(Jerade  des  Doppelpunkts;  mau  bezeichnet  sie  als  Doppelpunkts- 
tangente. 

Die  Neil  sc  he  Parabel  hat  den  Nullpunkt  zum  Doppel- 
punkte. Setzt  man  seine  Koordinaten  in  den  Koeffizienten  von 
r-  der  Gleichung   D),  so   erhält   man 

ij  sin'qo  =  0, 
woraus   die   Doppelwurzel  g}  =  0   folgt.     Die  Kurve   hat  also  einen 
Doppelpunkt,   den   man  Spitze    nennt,    weil    seine    Tangenten   zu- 
sammenfallen. 

Bei  der  Cissoide  hat  man  für  die  Koordinaten  eines  Doppel- 
punkts die  Gleichungen 

x(x'^  +  f)  -  tV  =  0. 
Der  ersten  genügt  nui*  der  Nullpunkt:  da  er  auch  die  andern  be- 
friedigt, so  folgt:  Die   Cissoide  hat  nur  einen  Doppelpunkt. 
Setzt   man   0   0   in   den    Koeffizienten   von   r^   der   Gleichung   11), 
so   erhält   man   wieder 

sin-g)  =  0, 

der  Doppelpunkt  ist  also  auch  bei  der  Cissoide  eine 
Spitze. 

Bei  der  Lemniskate  hat  man  die  Gleichungen 
(2rr2  +  2ir  —  a^)x  =  0,  {2x'-  -\-  2rf  +  a^)y  =  0, 

{x'  +  y-y  =  fl-  {x-  —  y). 
Die  erste  liefert 

X  =  0    oder    x-  -\-  y-  =  ^  ■ 

Setzt  man  dies  in  die  folgende  ein,  so  ergibt  sieh  für  ar  =  0  nur 
y  =  0,  und  unter  der  andern  Voraussetzung  ebenfalls  y  =  0,  wozu 
dann  die  erste  x  =  \  a  ]/ 2  liefert.  Der  Kurvengleichung  genügt 
die  erste  Annahme,  die  letzte  dagegen  nicht.  Die  Lemniskate 
hat  also  den  Nullpunkt  zum  Doppelpunkte,  weitere 
Doppelpunkte  aber  hat  sie  nicht.  Setzt  man  0  0  in  den 
Koeffizienten  von   r^  in    13),  so   ergibt  sich 

—  er  cos^q)  -j-  er  sin- (p  =  0, 

also 

tan  go  ^  +  1- 
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Die  beiden  Doppelpunktstangenten  der  Lemniskate  hal- 
bieren also  die  Winkel  der  Koordinatenachsen. 

Wir  schließen  diese  Betrachtungen  mit  dem  Hinweise  auf 
eine  Kurve  3.  Ordnung  mit  einem  eigentlichen  Doppelpunkte.  Die 
Gleichung 

IX  =  x''  ^  ax-, 

worin  a  >  0  sein  mag,  führt  zu  der  Entwicklung 

^i"  ~  ^1^  +  [-.'A^i^'P  ~  (^•"^'i^  +  2ax^)cosq)]  r 
+  [sin^qp  —  (Sa^j  -f  ajcos^qp]  r"  —  cos^g?  •  r^  =  0. 

Für  den  Doppelpunkt  bat  man  die  Gleichungen 
2/ =  0,        3a;2-f2aa;  =  0, 
y-  =  X.   -\-  ax  . 

Die  zweite  liefert  die  Wurzeln  x  ^  0  und  —  |  o,  von  den  beiden 
Punkten  0  [  0  und  —  ^  a  0  liegt  aber  nur  der  erste  auf  der  Kurve. 
Die  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkte  haben  die  Richtungen 

tan  <p  =  +  ya. 

Sie  sind  nicht  reell,  wenn  a  negativ  angenommen  wird;  in  diesem 
Falle  ist  der  Doppelpunkt  ein  vereinzelter  (isolierter)  Punkt  der 
Kurve,  dessen  Koordinaten  zwar  der  Kurvengleichung  genügen,  in 
dessen  unmittelbarer  Umgebung  aber  nach  keiner  Richtung  hin 
Kurvenpunkte  liegen.  Bei  Kurven  2.  Ordnung  kommen  solche  vor, 
die  überhaupt  nur  aus  einem  vereinzelten  Punkte  bestehen,  wie 
'/..  B.   der  Kegelschnitt 

dessen   Gleichung  nur  von    dem    einzigen    reellen  Punkte   befriedigt 
wird,   dessen  Koordinaten  x  =  a  und  y  ^  b    sind;    ein  Punkt   und 
eine  Gerade,  dargestellt  durch  die  Gleichung  di-itten  Grades 
[{x  —  ay  —  ax^^  +  (y  —  &')-]  •  [lux  +  ay  +  p)  =  (» 

ergeben  das  einfachste  Beispiel  einer  Kurve  o.  Ordnung  mit  einem 
isolierten  Punkte;  eine  Km've  4.  Ordnung  kann  sich  auf  zwei  ver- 
einzelte  Punkte   beschränken. 


Zehntes   Kapitel. 

Transceiideiite  Linien. 

§  41.    Die  transcendenten  Linien  im  allgemeinen. 

Alle  bis  jetzt  untersueliteu  Linien  waren  derart,  daß  sie 
bei  Beziehung  auf  Parallelkoordinaten  durch  algebraische  rationale 
Gleichungen  zwischen  .v  und  >/  dargestellt  wurden.  Wenn  wir  nun 
bedenken,  daß  jede  Gleichung  zwischen  zwei  veränderlichen  Größen, 
abgesehen  von  der  besonderen  Form  der  darin  enthaltenen  Funk- 
tionen, in  geometrischer  Auffassung  den  zusammenhängenden  Lauf 
einer  Linie  ausdrückt,  soweit  zu  reellen  sich  stetig  ändernden  Werten 
der  einen  Variabein  eben  solche  Werte  der  andern  gehören,  so 
bleibt  noch  für  die  Untersuchung  das  unendliche  Gebiet  solcher, 
offenbar  krummen,  Linien  üljrig,  deren  Gleichung  nicht  auf  die 
oben  genannte  Form  gebracht  werden  kann.  Alle  Kurven  dieser 
Art  werden  im  allgemeinen  transcendente  genannt. 

Bleiben  wir  zunächst,  um  mit  den  einfachsten  Fällen  zu  be- 
ginnen, bei  solchen  Gleichungen  stehen,  die  in  dei-  entwickelten  Form 

1/  =  f{^) 
gegeben  sind,  so  gehört  z.  B.   aus  dem  Gebiete  der  niederen  Arith- 
metik hierher  die  Gleichung 

ij  =  a\ 

worin  die  Basis  a  konstant  ist  und  der  Exponent  x  eine  veränder- 
liche Abscisse  darstellt*).     Auf  x  reduziert  sribt  sie 


*)  Auch  Linien,  deren  Gleichung  die  Fonn 

besitzt,  wobei  m  konstaut  sein  soll,  sind  zu  den  transcendenten  zu  rech- 
neu, sobald  sie  nicht  unter  einen  bestimmten  endlichen  Grad  gebracht 
werden  können.  Es  findet  dies  statt,  wenn  m  eine  irrationale  Zahl 
ist,   also   z.B.,    wenn   hj  ^  ")/2.     Setzt  man  für  |/2^  die  Näherungswerte 
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a-  =  "log?/, 

sodaß  bei  geometrischer  Dar.stellung  durch  Parallelkoordinaten 
die  Abscissen  die  den  Ordinaten  zugehörenden  Logarithmen  zur 
Basis  a  ausdrücken.  —  Gehen  wir  ferner  in  das  Gebiet  der  Tri- 
gonometrie über,  so  erhalten  wir  einfache  Beispiele  transcendenter 
Kurven   aus  den   Gleichungen 

1/  =  sinr»,     1/  =  cosrr,     t/  =  tanrr     u.  s.  w., 

wobei  die  x.    um    als    Längen    aufgetragen    werden    zu    können,    in 

Teilen  des  lladius  gemessene  Bogenlängen  bezeichnen  sollen.     Die 

Eeduktion  auf  x  führt  zu  den  cjklometrischen  Funktionen: 

X  =  Aresin?/,  x  =  Are  cos ^     u.  s.  f 

Alle  genannten  einfachen  Funktionen  können  wieder  beliebig 
sowohl  unter  sich,  als  auch  mit  algebraischen  verbunden  werden, 
um  neue  Gleichungen  transcendenter  Kurven  zu  liefern,  wozu  noch 
eine  fortwährend  wachsende  Menge  solcher  Funktionen  tritt,  welche 
in  der  höheren  Mathematik  ihi-e  Entstehung  haben.  Ein  Versuch, 
die  Verschiedenartigkeit  der  hieraus  fließenden  Gestalten  auch  nur 
angenähert  vorzuführen,  muß  bei  ihrer  unendlichen  Zahl  ein  ver- 
geblicher sein;  einer  vollständigen  Untersuchung,  auch  nur  der  ein- 
fachsten Formen,  sind  die  Kräfte  der  Elementarmathematik  nicht 
gewachsen.  "Wir  beschränken  uns  deshalb  darauf,  im  folgenden 
die  Gleichungen  einiger  wenigen  häufiger  genannten  transcendenten 
Kurven  aufzustellen,  wobei  wir  der  Einfachheit  der  Betrachtung 
wegen,  soweit  Parallelkoordinaten  zur  Anwendung  kommen,  nur 
von  rechtwinkligen  Systemen  Gebrauch  machen  werden. 

Eine  Kurve,  deren  Gleichung  auf  die  allgemeine  Form 

-r 

1)  y^Ah' 

zurückgefühi*t  werden  kann,  führt  den  Xamen  logarithmische 
Linie,  weil  ihre  Gleichung  sich  immer  so  umformen  läßt,  daß 
bei  geeigneter  Wahl  des  Koordinatenanfanges  und  der  Längen- 
einheit die  Abscissen  die  Logarithmen  der  zuffehöriffen  Ordinaten  für 


+  1,4  .  . ,  +  1,41  .  .  . ,  so  würde  in  diesem  Falle  die  Linie,  welcher  jene 
Gleichung  zukommt,  angenähert  durch  zwei  Kurven  vierzehnten  lirades. 
oder  durch  zwei  Kurven  vom  hunderteimmdvierzisjsteu  Grade  u.  s.  f.  dar- 
gestellt werden  können.  In  der  Tat  gehört  sie  aber  einem  unendlich 
hohen  Grade  an.  Leibniz  nennt  Linien  dieser  besonderen  Art  inter- 
scendente  Kurven. 
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irgend  eine  getjt'ljeue  Basis  darstellen,     liezeichuen  wir  nämlich  mit 

e  diese  Basis    und   mit   log  die    zugehürigen  Logarithmen,    so  läßt 

sich  vorerst  mit  Einführung  einer  neuen  beständigen  Größe  m,  für 

welche   die   Beziehung 

1  1 

e'"  =  b  "^ 
oder,   indem    wir  zu  den   Logarithmen  übergehen, 

2)  m  =  ,-^ 
^  log  6 

Geltung  hat,  die  Gleichung  l)  in 

X 

3)  7i  =  Ae^ 

umformen.  Wird  dann  der  Koordinatenanfang  auf  der  a: -Achse  um 
eine  vorläufig  noch  unbestimmte  Strecke  a  verschoben,  so  geht  x 
in  X  -{-  a  über;  man  erhält  also: 

.)•  +  a  a      X 

y  =  Äe  '"    =  Ae'"  e'"  , 
und  hieraus  entsteht,  wenn  mau  ül)er  a  so  verfügt,  daß 


Ac' 


wii'd,  wonach 

4)  a  =  mlog-r 

°  A 

sein  muß,  die  Gleichung: 

X 

5)  y  ^=  me'" . 

Wählt  mau  die  durch  die  Gleichung  2)  bestimmte  Konstante  m 
als  Längeneinheit,  so  bleibt: 

6)  y  =  r-'-,       X  =  log?/, 

wodurch  die  oben  ausgesprochene  Behauptung  gerechtfertigt  wird. 
Dabei  ist  füi*  die  allgemeine  Geltung  der  angewendeten  Folger- 
ungen nur  nötig,  daß  die  Basen  b  und  e  positive  Zahlen  darstellen 
und  nicht  gleich  Eins  sind;  negative  Werte  der  beständigen  Größen 
A,  c  oder  in  können  durch  geeignete  Yertausehuug  der  positiven 
und  negativen  Achsenseiten  in  positive  umgewandelt  werden. 

Ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  auf  die  Form  6) 
gebracht,  so  kann  man  noch,  ohne  daß  der  Allgemeinheit  der  Be- 
trachtunsf  Eintrasf  cresehieht,  e">l  annehmen.  Im  entgeffen  besetzten 
Falle   hat   man   nämlich   nur   die    durch   die   j/ -Achse  geschiedenen 


252  Zehntes  Kapitel.    Transcendente  Linien. 

Seiten    der   j? -Achse    zu  vemvechseln ,   um   rc   in  —  x   überzuführen; 
dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  der  Kurve  in 


y 


-(4r. 


worin        grewiß  crrößer  als  Eins  ist.    Gewöhnlich  versteht  man  unter 

e    °  ° 

e  die  bekannte  IiTationalzahl  2,7182818  . . . ;  die  Abscissen  der  durch 
die  Gleichung  6)  dargestellten  Kurve  stellen  in  diesem  Falle  die 
sogenannten  natürlichen  Logarithmen  der  zugehörigen  Ordinaten  dar. 
Was  die  Gestalt  der  logarithmischen  Linie  betrifft,  so  ergibt 
sich  aus  Nr.  5)  und  6)  zu  jedem  a",  welches  eine  ganze  Zahl  oder 
einen  Bruch  mit  ungeradem  Nenner  darstellt,  ein  positiver  reeller 
Wert  von  ?/,  der,  e^  1  vorausgesetzt,  gleichzeitig  mit  x  wächst:  hin- 
gegen erhält  man  zwei  reelle  entgegengesetzte  Werte,  deren  abso- 
lute Größe  ebenfalls  mit  x  zunimmt,  sobald  x  einen  Bruch  mit 
geradem  Nenner  bildet.  Auf  der  Seite  der  positiven  Ordinaten 
entsteht  demnach  eine  stetig  zusammenhängende  Linie,  wähi"end 
auf  der  Seite  der  negativen  y  nui-  eine  unbegrenzte  Anzahl  isolierter 
Punkte  befindlich  ist.  Von  letzteren  ist  hier,  wo  es  sich  um  die 
Untersuchung  kontinuierlicher  Linien  handelt,  gänzlich  abzusehen. 
Füi'  den  Verlauf  der  dann  übrig  bleibenden,  auf  der  Seite  der 
positiven  y  gelegenen  Kurve  folgt  aus  5),  daß  y  =  di,  wenn  .r  =  0; 
für  X  ^  -{-  oo  wird  y  ==  oo,  füi'  x  =  —  oo  ist  //  =  0.  Die  Kurve 
erstreckt  sich  also  auf  der  Seite  der  positiven  x  und  y  ins  Un- 
endliche, während  sie  sich  der  negativen  Abscissenachse  fortwähi-end 
nähert,    ohne    dieselbe  je   zu   erreichen.     Die  .f -Achse  ist  denmach 

unter  Voraussetzung  der  Gleichungsformen 
5)  oder  6)  eine  Asymptote  der  logarith- 
mischen Linie. 

Zwei  logarithmische  Linien  BAC 
und  BAC'  (Fig.  63),  deren  Gleichungen 
die  Form 


y  =  m C"  ,  y  =  mc  '" 
besitzen,  wobei  c  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  darstellen  soll,  sind  unter  sich  kongruent,  da 
eine  in  die  andere  übergeht,  wenn  .r  mit  —  ,r  vertauscht  wird. 
Aus  beiden  kann  eine  in  der  ^lechanik  mehrfach  vorkommende 
transcendente  Kurve  ]>AJ>'  gebildet  werden,  wenn   man  Parallelen 
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wie  P^M  zur  //-Achse  zieht  und  darin  den  geometrischen  Ort  für 
die  Mitte  P  der  von  den  Kurven  BAC  und  B'AC'  begrenzten 
Strecke  PjP«  aufsucht.  Setzen  wir  03I  =  x,  MPy=!i^^  il/i'o  =  »yo, 
so  gelten  die  Gleichungen 

X  X 

—  —  y,  4- 1/^ 

y^  =  m  €•"  ,      yo  =  w  e    '"  ,       y  =  ^'-J  ^--  ■ 

Man  erhält  hieraus   füi-  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung: 


.r  Xn 


oder,  wenn  wieder  wie  bei  Xr.  6)  m  zur  Längeneinheit  gewählt  wird, 

Die  durch  die  Gleichungen  7)  und  8)  bezeichnete  Kurve  führt  den 
Kamen  der  gemeinen  Kettenlinie.  Sie  wird  von  einem  in 
zwei  Punkten  frei  aufgehangenen,  vollkommen  biegsamen  und  un- 
dehnbaren Faden  gebildet,  wenn  derselbe  in  allen  Punkten  gleiche 
Belastungen  trägt,  wenn  er  also  z.  B.  unter  der  Voraussetzung, 
daß  gleiche  Fadenlängen  gleich  schwer  sind,  durch  sein  eigenes 
Gewicht   gespannt   wird. 

§  42.     Die  Spirallinien. 

Wird  die  auf  rechtwinklige  Parallelkoordinaten  bezogene  Gleich- 
ung einer  algebraischen   Kurve  mittels   der  bekannten  Formeln 

1)  ;r=rcos(jD,  ?/ =  7'sing3 

in  Polarkoordinaten  umgesetzt,  so  geht  das  allgemeine  Glied  der 
algebraischen  Gleichvmg,  für  welches  wii*  früher  die  Form 

2)  Cji'y' 

festgestellt  hatten,  in  der  Gleichung  für  Polarkoordinaten  in 

3)  C';-^  +  '^cos''9:sin'^93 

über.  Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  daß  der  Wert  dieses  Gliedes 
vollkommen  ungeändert  bleibt,  wenn  man  den  AYinkel  cp  um  eine 
volle  Umdrehung  wachsen  oder  abnehmen  läßt,  konnten  wir  alle 
einer  solchen  Gleichung  entsprechenden  Punkte  erlangen,  wenn  wir 
uns  auf  solche  Werte  von  cp  einschränkten,  die  zwischen  den 
Grenzen  0  und  360''  enthalten  sind.  Nicht  minder  war  es  ge- 
stattet, negative  Leitstrahlen  auszuschließen,  weil  es  füi*  die  Größe 
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des  mit  3)  bezeichneten  Ausdruckes  völlig  gleichgültig  bleibt,  ob 
man  r  mit  —  r  vertauscht,  oder  dem  Polarwinkcl  einen  um  eine 
halbe  Umdrehung  größeren  oder  kleineren  Wert  verleiht.  Diese 
Beschränkungen  sind  aber  nicht  mehr  zulässig,  wenn  alle  einer 
Gleichung  von  der  Form 

r  =  f{(p')  oder  P(r,  qp)  =  0 
entsprechenden  Punkte  dargestellt  werden  sollen  und  die  Funktionen 
/■  land  F  in  Beziehung  auf  die  Längen  der  Leitstrahlen  nicht  die 
im  vorigen  angegebene  Periodizität  besitzen,  wobei  jedoch  die 
Kurven  nicht  mehr  algebraisch  sein  können,  sondeni  dem  Gebiete 
der  transcendenten  Linien  angehören  müssen.  Namentlich  gehören 
hierher  alle  solche  Kurven,  aus  deren  Gleichung  in  Polarkoordinaten 
für  stetig  wachsende  Polwinkel  fortwährend  zu-  oder  abnehmende 
Leitstrahlen  hervorgehen,  sodaLi  in  jeder  durch  den  Koordinaten- 
anfang gezogenen  Geraden  unendlich  viele  Peripheriepunkte  gelegen 
sind.  Linien  dieser  Art  ziehen  sich  in  unendlich  vielen  Windungen 
um  den  festen  Pol  herum  und  führen  im  allgemeinen  den  Xamen 
Spiralen   oder  Spirallinien. 

Zur  Untersuchung  der  Sj^ii'alen  eignen  sich  am  besten  ihre  auf 
Polarkoordinaten  bezogenen  (Jleichungen,  wobei  wir  aber  nach  dem 
vorhergehenden  die  Werte  der  Leitstrahlen  sowohl  als  der  Pol- 
winkel nicht  mehr  beschränken  dürfen,  sondern  zwischen  den  weitesten 
reellen  Grenzen  —  oc  und  -|-  oo  gelegen  annehmen  müssen.  —  Um 
hier,  wo  wir  nicht  mehr  mit  goniometrischen  Funktionen  der  Pol- 
winkel zu  tun  haben,  die  Werte  von  (p  ebenso  wie  die  r  als  ab- 
strakte Zahlen  auffassen  zu  kfmnen,  die  bei  Annahme  einer  lie- 
stimmten  linearen  Einheit  als  Längen  darstellbar  sind,  werden  wir 
jene  Winkel  durch  die  Bogenlängen  ausdrücken,  welche  ihnen  in 
einem  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  uiu  den  Pol  kon- 
struierten Kreise  zugehören.    W^ir  bedienen  uns  dabei  der  Abkürzung 

4)  0  =  Xi-ccp, 

sodaß  für  zwei  einander  entsprechende  Werte  von  0  uud  qt:  die  Proportion 

5)  0  :  7t  ^  cp^  :  ISO^ 

Geltung  findet*).    Die  Gleichung  einer  jeden  Spirallinie  wird  dann 
in  der  Form 


*)  Um  eine  Analogie  mit  dem  l'iuallidkoordinatoiisvstem  zu  erhalten, 
können  wir  den  mit  einem  der  linearen  Einheit  gleichen  Halbmesser  um 
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r  =  f{ü) 
(laiyestellt.    —    Als     Beispiele    i'iii-    «lie    Spiralen    wählen    wir    die 
l"ol<,'('n(l('ii. 

1.  I>ii'  Spirille  des  Archiniedes  oder  lineare  Spirale, 
die  einfachste   von   allen,   besitzt  die   Glei('hi;ng 

(V)  r  =  aÖ, 

wobei  a  ein  beliebiger  konstanter  Wert  sein  soll.  Bezeichnen  wir 
zwei   ihrer  Pnnkte   mit   rO  und   t\0^^  so   folgt  aus 

r  =  aö,          )\  =  aO^ 
die  Proportion 

/•  :  r^  =^0:l\. 

Man  kann  sich  hiernach,  da  die  Leitstrahlen  in  demselben  Verhältnisse 
wie  die  Polarwinkel  zunehmen,  die  genannte  Spirale  durch  die 
stetige  Bewegung  eines  Punktes  erzeugt  denken,  der  auf  einer  um 
den  Pol  gedrehten  geraden  Linie  von  diesem  Drehm.ittelpunkte  aus 
so  fortrückt,  daß  die  von  ihm  zurückgelegten  Wege  den  von  der 
Geraden  beschinebenen  Winkeln  proportional  sind.  Eine  derartige 
Spirale  würde  also  z.  B.  entstehen,  wenn  bei  gleichförmiger 
Drehung  des  Leitstrahls  um  den  Pol  ein  beschreibender  Punkt  auf 
ihm  gleichförmig  fortrückt. 

Setzt  man  ß^  =  2%-]-  6,  so  fallen  )\  und  r  in  dieselbe  Gerade, 
gehören  aber  zu  zwei  um  den  Umfang  einer  W^indung  voneinander 
entfernten  Punkten.     Für  den  Abstand  beider  ^jg  ^4 

Punkte   folgt  dann: 

rj  —  r  =  rt(öi  —  ö)  =  2  7ta, 

d.  h.  in  jeder  durch  den  Pol  gelegten  Geraden 
besitzen  die  einzelnen  Windungen  die  unver- 
änderliche Entfernung  27ca. 

Fig.  64:  stellt  ein  Stück  des  den  positiven  Werten  von  6  ent- 
sprechenden Teiles  einer  Spirale  des  Archiniedes  dar.    Füi'  negative  0 

den  Pol  als  Mittelpunkt  gezogenen  Kreis  als  eine  krummlinige  Abscissen- 
achse  ansehen,  auf  welcher  der  Durchschnitt  mit  der  Polarachse  den 
Nullpunkt  bildet,  von  dem  aus  die  positiven  und  negativen  6  nach 
beiden  Seiten  gezählt  werden.  Die  auf  diesem  Kreise  senkrecht  stehen- 
den Leitsti'ahlen  bilden  die  den  Abscissen  6  zugehörigen  Ordinalen;  nur 
findet  dabei  der  Unterschied  statt,  daß  diese  Ordinaten  nicht  von  ihrem 
Einfallspunkte  in  die  Abscissenlinie,  sondern  vom  Kreismittelpunkte  aus 
gemessen  werden. 
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wechselt  auch  r  sein  Vorzeichen,  ohne  seine  absolute  Grüße  zu 
ändern;  der  hierzu  gehörende  Teil  der  Kui've  ist  daher  dem  in 
der  Figur  dargestellten  völlig  gleich,  besitzt  aber  eine  entgegen- 
gesetzte Lage.  Man  erhält  ihn,  wenn  man  sich  die  Bildebene  um 
eine  in  der  Ebene  der  Spirale  durch  den  Pol  A  gelegte  Senkrechte 
zur  Polarachse  AX.  so  herumgedreht  denkt,  daß  A'K  die  Rück- 
wärtsverlängerung  seiner  vorherigen  Lage  bildet. 

IL  Wird  als  Seitenstück  der  auf  rechtwinklige  Parallel- 
koordinaten bezogenen  Parabelgleichung  y^  =  2px  für  Polar- 
koordinaten  die   Gleichung 

7)  r-  =  2pd 

gebildet,  so  lieißt  die  dadurch  ausgedrückte  Kurve  eine  parabo- 
lische Spirale.  Nach  der  Form  ihrer  Gleichung  sind  negative 
Werte  von  ß  völlig  ausgeschlossen,  weil  sie  auf  imaginäre  Leit- 
strahlen hinführen.  Zu  jedem  positiven  0  gehören  zwei  an  absoluter 
Größe  gleiche,  der  Richtung  nach  aber  entgegengesetzte  Werte 
von  r,  sodaß  die  Kurve  aus  zwei  im  Pole  zusammentreffenden 
Teilen  besteht,  für  welche  der  Pol  selbst  den  Mittelpunkt  bildet. 
Einer  dieser  Teile  tritt  an  die  Stelle  des  andern,  wenn  man  die 
Spirale  eine  halbe  Umdrehung  um  eine  rechtwinklig  gegen  die 
Ebene  der  Kurve  durch  den  Pol  gelegte  Achse  machen  läßt.  Be- 
schränken wir  uns,  um  einen  dieser  beiden  Teile  vollständig  kennen 
zu  lernen,  auf  positive  r,  so  ist  füi'  ö  =  0  auch  r  =  0,  und  es 
wächst  von  hier  an  r  gleichzeitig  mit  ö,  sodaß  eine  im  ganzen 
mit  Fig.  64  einige  Ähnlichkeit  besitzende  Gestalt  entsteht.  Nur 
findet  der  Unterschied  statt,  daß,  wenn  man  in  der  Richtung 
eines  Leitstrahles  vom  Pole  aus  fortgeht,  die  einzelnen  Windungen 
immer  näher  aneinander  treten,  weil  nach  der  Form  von  Nr.  7) 
die  r  in  einem  schwächeren  A'orhältnisse  als  die  zugehörigen  Werte 
von  6  anwachsen.  Bestätigt  wird  diese  Bemerkung,  wenn  \vii-  in 
ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Archimedischen  Spü-ale  den  Abstand 
zweier  in  einer  durch  den  Pol  gelegten  Geraden  liefindliohen 
Peripheriepunkte  bestimmen,  welche  zu  zwei  aufeinander  folgenden 
Windungen  gehören.  Unter  Beibehaltung  der  frühereu  Bezeichnungen 
folgt  aus  den  Gleichungen 

r,2  =  2j>(27r  +  ö), 
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wenn  man  die  Differenz  r,"  —  >•"  in  (i\  —  r)  (i\  -\-  r)  zerlegt,  das 

Resultat: 

4:t/>  2Ttp 

worin  r^  das  leicht  konsti'uiorbai-e  arithmetische  Mittel  zwischen  i\ 
und  r  darstellt.    Da  iu  der  letzten  Gleichung  der  Zähler  konstant 
ist,  so  muß  der  besprochene  Abstand  sich  vermindern,    sobald  mit 
wachsendem   0  der  Nenner  zunimmt. 
III.    Die   durch  die   Gleichung 
8)  rO  =  a 

dargestellte  Spirale  heißt  mit  Bezug  auf  die  Ähnlichkeit,  welche 
zwischen  Nr.  8)  und  der  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Gleichung 
einer  Hyperbel  für  Parallelkoordinaten  stattfindet,  hyperbolische 
Spirale.  Sie  besteht  aus  zwei  unter  sich  kongruenten  Teilen, 
von  denen  der  eine  den  positiven  und  der  andere  den  negativen 
Werten  von  0  entspricht  und  die  gegeneinander  eine  gleiche  Lage 
haben,  wie  in  der  Spirale  des  Archimedes,  weil  auch  hier  r  und 
B  gleichzeitig  ihre  Vorzeichen  wechseln.  Halten  \\\y  zur  Unter- 
suchung der  Gestalt  eines  dieser  beiden  Teile  positive  Werte  von 
6  fest,  so  folgt  aus  der  auf  r  reduzierten  Gleichung 

daß  r  abnimmt,  wenn  0  wächst,  dabei  aber  nie  vollständig  iu  Null 
übergehen  kann.  Die  einzelnen  Windungen  nähern  sich  also  fort 
und  fort  dem  Pole,  ohne  ihn  je  vollständig  zu  erreichen;  derselbe 
bildet  einen  sogenannten  asymptotischen  Punkt.  In  ihi-er  An- 
näherung an  diesen  Punkt  treten  die  Fig.  6ö. 
Windungen  immer  enger  aneinander,  wie  in  £,' 
sich  sofort  zeigt,  wenn  wir  für  zwei  um 
den  Umfang  einer  Windung  voneinander 
entfernte  Punkte    aus    den    Gleichungen 

a  a 

*"  "^  e  '        'i  ^  2rr  +  ö 

die  Differenz 

2-jta 


1  Ö(2^+Ö) 

bilden.     Der   Zähler    dieses  Ausdi'ucks    ist  konstant,    während    der 
Nenner  wächst,  wenn  0  zunimmt  oder  die  Größe  von  r  sich  vermindert. 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  I.  7.  Aufl.  17 
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Nach  der  andern  Seite  hin  rückt  für  abnehmende  0  oder  zu- 
nehmende r  die  hyperbolische  Spirale  immer  näher  an  eine  Gerade  LL' 
(Fig.  65),  welche  in  einem  Abstände  AB  ^  a  parallel  zur  Polar- 
achse AlC  läuft.     Setzen  wir  nämlich  3IP^y,  so  ist 

y  ^  r  sin  Ö, 
folglich  bei  Einsetzung  des  Wertes  von  r  aus  Nr.  9) 

sin  0 
y  =  «  ^     • 

Hieraus    ergibt   sich   sogleich   die   Richtigkeit   der   ausgesprochenen 

Behauptung,  wenn  man  beachtet,  daß  der  Quotient  kleiner  als 

die  Einheit  ist,  solange  sich  B  von  Null  unterscheidet,  füi*  ö  =  0 
aber  in  Eins  übergeht*).  Da  in  dem  letzteren  Falle  der  Leitstrahl 
unendlich  werden  muß,  so  stellt  die  Gerade  LL'  eine  Asymptote  dar. 

Bemerkenswert  ist  noch  die  folgende  geometrische  Deutung 
der  Gleichung  8).  Beschreibt  man  aus  dem  ^littelpunkte  A  mit 
dorn  Halbmesser  AP  den  von  der  Spirale  und  der  polaren  Achse 
eingeschlossenen  Kreisbogen  PQ.,  so  ist  die  Länge  dieses  Bogens 
gleich  rö,  wenn  r  und  6  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  P 
bezeichnen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  hyperbolischen 
Spirale  folgt  hieraus,  daß  ein  solcher  Kreisbogen  wie  PQ  die  un- 
veränderliche Lage  a  =  AB  besitzt,  an  welcher  Stelle  der  Kurve 
auch  der  Punkt  P  angenommen  sein  mag. 

IV.  Wird  in  der  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  (vergl. 
i^  41  Nr.  1  bis  Nr.  6)  y  mit  r  mit  x  und  6  vertauscht,  so  ent- 
steht die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale.  Nach  Ana- 
logie von  §  41   Nr.   3)  kann  sie  immer  auf  die  Form 


*)  Aus   d»r   für  jeden  zwischen  den  (irenzen   0   und   .^  enthaltenen 

Bogen  ö  geltenden  Ungleichung 

tan  ö  >  0  >  sin  0 

folgt,   wenn   man   mit  den  darin  enthaltenen  Größen  in    siu  Ö   dividiert. 

„    ^  sin  B    ^ 
cos  0  <---<!. 

Beide  Grenzen,  zwischen  denen  der  Quotient  enthalten  ist,  rücken 

0 

für  abnehmende  Werte  von  0  einander  immer  näher;  schließlich  fallen 
beide  zusammen  und  es  geht  auch  der  von  ihnen  eingeschlossene  Quotient 
in  die  Einheit  über,  wenn  0  =^  0  geworden  ist. 
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10)  ,_^;; 

gobraclit   werden,   woi'aus  die   (ilcichung 

e 
11.)  ,.  =  ^„^m 

entsteht,  wenn  man  die  polare  Achse  in  der  Ebene  der  Kurve  mit 
Beibehaltung  des  Poles  um  einen  in  Teilen  des  Eadius  gemessenen 
Bogen  a  dreht,  für  welchen  die  Relation 

a  =  m  loff    . 
°  A 

Geltung  hat.  Bei  dieser  Drehung  geht  nämlich  Ö  in  Ö  -f  a  über, 
und  es  sind  ganz  analoge  Reduktionen  wie  bei  der  logai'ithmischen 
Linie  anwendbar.  Wii-  können  hierbei  unter  e  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  verstehen  und  m  als  positive  Zahl  auffassen. 
Nach  11)  ergibt  sich  dann  für  jedes  6  ein  positiver  i-eeller  "Wert 
von  r,  der  gleichzeitig  mit  0  zunimmt.  Für  6  =  0  ist  r  =  m, 
für  6  =  -\-  <X)  wird  auch  r  =  oc,  für  6  =  —  cv  ist  r  =  0.  Die 
logarithmische  Spirale  erstreckt  sich  hiernach  mit  ihren  Windungen 
auf  der  einen  Seite  ins  Unendliche,  während  sie  sich  auf  der  andern 
dem  Pole  fortwährend  nähert,  ohne  ihn  je  zu  erreichen.  Der  Pol 
bildet  in  gleicher  Weise  wie  in  der  vorher  untersuchten  Kurve 
einen  asymptotischen  Punkt.  Dabei  müssen  offenbar  die  einzelnen 
AVindungen  immer  näher  aneinander  rücken,  je  mehr  sie  sich  diesem 
Pxuikte  nähern.  Wir  finden  diese  Bemerkung  bestätigt,  wenn  wir 
den  allgemeinen  Ausdi'uck  für  den  geradlinigen  Abstand  zweier 
um  den  Umfang  einer  Windung  voneinander  entfernten  Punkte 
aufsuchen.  Werden  die  Leitstrahlen  der  zu  den  Bogenlängen  6 
und  27t  -{-  6  der  Polarwinkel  gehörenden  Punkte  wdeder  mit  r 
und  i\  bezeichnet,  so  hat  man 

e  2n-\-e  2n    e 

r  =  me"\       )\  =  me    "*    =  me"*  e"^, 
folglich 

27t 


[e""  —  ij. 


'1       '  ~  ' 

Hierin  bedeutet  der  auf  der  rechten  Seite  außerhalb  der  Klammer 
befindliche  Faktor  den  Leitstrahl  ;•;  der  Inhalt  der  Klammer  da- 
gegen ist  eine  beständige  Größe.  Die  Differenz  )\  —  r  nimmt  dem- 
nach in  demselben  Verhältnisse  wie  r  ab  oder  zu. 

17* 
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Nach  der  Gleichung  ll)  sind  auch  noch  negative  Werte  von  r 

möglich,  sobald  -  -  einen  Bruch  mit  geradem  Nenner  darstellt ;  man 

erhält  hieraus  zwar  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Punkten,  aber 
keine  zusammenhängende  Linie,  weil  diese  Punkte  nicht  eine  stetige 
Folge  bilden. 


§  43.  Die  Rollkurven. 
Dieselbe  gegenseitige  Abhängigkeit,  in  welcher  zwei  durch 
eine  Gleichung  aneinander  gebundene  veränderliche  Größen  stehen, 
ist  auch  dann  noch  vorhanden,  wenn  die  Werte  beider  Variabein 
durch  zwei  Gleichungen  an  eine  dritte  veränderliche  Größe  ge- 
knüpft sind.     Hat  man  z.  B.  zwei  Gleichungen  von  der  Fonn 

1)  x  =  (p{(o),       y  =  ilj((o), 

worin  q)  und  i|;  die  allgemeinen  Symbole  beliebiger  Funktionen  einer 
Variabein  a  bezeichnen  mögen,  so  erhält  man  daraus  für  jeden 
Wert  von  w  zwei  zusammengehörige  Werte  von  x  und  y.  die,  wenn 
man  x  und  y  als  Parallelkoordinaten  auffaßt,  die  Lage  eines  Punktes 
bestimmen.  Gibt  nun  die  stetige  Änderung  von  (o  Werte  von  x 
und  y,  die  sich  ebenfalls  stetig  ändern,  also  eine  kontinuierliche 
Folge  von  Punkten  darstellen,  so  wird  dm-ch  das  S^-stem  der 
beiden  Gleichungen  l)  der  zusammenhängende  Lauf  einer  Linie 
bestimmt,  ganz  abgesehen  davon,  ob  die  Mittel  der  Mathematik 
ausreichen,  die  Hilfsvariable  w  aus  diesen  Gleichungen  zu  entfernen. 
Eine  nutzbai-e  Anwendung  finden  solche  Gleichuugssysteme  bei 
einer  Klasse  von  Kunen,  die  wir  im  folgenden  als  letztes  Beispiel 
transcendenter  Linien  vorführen  wollen. 

Wird  an  einer  festen  Linie  eine  andere  so  hinbewegt,  daß 
sie  mit  ihr  in  fortwährender  Berührung  bleibt,  sich  dabei  aber  an 
der  festen  Linie  abwickelt,  sodaß  bei  je  zweien  ihrer  aufeinander 
folgenden  Lagen  die  zwischen  den  zusammengehörigen  Berührungs- 
punkten enthaltenen  Bogenlängen  in  beiden  Penphorien  einander 
gleich  sind,  so  beschreibt  ein  mit  der  bewegten  Linie  in  fester 
Verbindung  bleibender  Punkt  eine  neue  Linie,  die  A\-ir  im  all- 
gemeinen eine  Rollkurve  (Roulette)  oder  auch  Cykloide  nennen 
wollen.  Die  einfachsten  hierher  gehörigen  Fälle  entstehen,  wenn 
ein  Kreis,  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  Geraden  oder  auf  der  Peripherie 
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eines  aiidoreii  Kreises  tortrollt,  oder  wenn  eine  Gerade  sich,  ohne 
verschoben  zu  werden,  an  der  Peripherie  eines  Kreises  abwickelt. 
I.  Die  gemeine  Cykloide  oder  Cykloide  im  engeren  Sinne 
ist  der  Weg,  den  ein  Peripheriepunkt  eines  Kreises  beschreibt, 
wenn  letzterer,  ohne  zu  glei- 

'  °  Flg.  IW. 

ten,  auf  einer  geraden  Linie  ^ 

rollt.     In  Fig.  er.    sei  AA'  y^'TVX        ~^ 

/  /Jr\ 
die  feste  Gerade  und  P  der         /  //\ri      \ 

beschreibende  Punkt,  der  in       ^J^-\Q     I 

A     mit     dem     Berühnings-  — L\  ^^  ^ 

AM      '^ 
punkte  der  Geraden  und  des 

Kreises  zusammengefallen  sein  mag.  Wir  nehmen  AÄ  zur  x-Achse 
imd  A  zum  Nullpunkte  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems, 
setzen  also  AM  =  x^  MF  =  y\  der  durch  seine  in  Teilen  des  Halb- 
messers ausgedrückte  Bogenlänge  gemessene  Winkel  NCP  (der  so- 
genannte Wälzungswinkel)  heiße  w,  und  CP=  CT  =  CN  =  a  sei 
der  Radius  des  rollenden  Kreises.  Dann  erhält  man,  wenn  PQ 
parallel  zur  a'-Achse  gezogen   wird,  aus 

x=^  AX—  31 N,       y  =  NC-  QC 
die  zusammengehörigen  Gleichungen: 

2)  '  X  =  uo)  —  a  sin  a>,       y  ^  a  —  a  cos  lo. 

Reduziert  man  die  letzte  dieser  beiden  Gleichungen  auf  cos  «,  so 
ergibt  sich: 

« — '/          •             -,/-             9          V^ci'y  —  y' 
cos  0)  =  ■  sm  w  =  l/l  —  cos  CO  = , 


=  Are  cos  ("  ^^  ^j  , 


und  hiermit  kann  durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  erste 
Gleichung  die  Hilfsgröße  w  entfernt  werden.  Bequemer  ist  es 
aber  in  den  meisten  Fällen,  von  dem  Systeme  der  Gleichungen  2) 
Gebrauch  zu  machen. 

Aus  der  für  y  aufgestellten  Gleichung  folgt,  daß  die  Ordinate 
immer  zwischen  den  Grenzen  0  und  2a  enthalten  sein  muß,  und 
zwar  ist  ist  y  =  0,  wenn  cos  w  =  1,  oder  wenn  co  einen  der  Werte 

4:r,        —  27r,        0,        -\-  2%  +  47r,  •  ■  • 

besitzt,  man  erhält  dann  für  x  die  Längen 

...  —  4:ra,      —  27ta,      0,        -f  27ta,      +  4%«,  •  •  • 
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Femer  erreicht  y  seinen  größten  Wert  '2  a.  so  oft  cos  o)  =  —  1, 
oder  so  oft  dj  einen  der  Werte 

erlangt;  für  x  finden  .sich   dann  die   zugehörigen   Größen 

•  •   •  —  3  TT rt  ,  —  TT  fl  ,  +  5T a  ,  -\-   '67l((  .  ■  ■  ■ . 

AVerden  hierzu  noch  Zwischenwerte  gefügt,  so  kommt  man  zu  der 
Erkenntnis,  daß  die  Kurve  aus  unendlich  vielen  kongruenten  Zügen 
von  der  Form  ABÄ  (Fig.  66)  besteht. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  dafür,  in  welcher  Weise  das  System 
der  Gleichungen  2)  zur  Untersuchung  der  Kurve  zu  benutzen  ist, 
wählen  wir  die  Ermittelung  der  Tangentenlage.  Wir  bestimmen 
zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  Richtung  einer  zw^ei  Kurvenpunkte  P^ 
und  Pg  enthaltenden  Sekante;  ändert  man  nun  die  Lage  dieser 
Punkte  in  der  Weise,  daß  sie  sich  nähern  und  schließlich  ihr 
Abstand  verschwindend  klein  wird,  so  w'ird  die  Sekante  zur  Tangente. 

Sind  X-^^y^  und  X2y2  zwei  Cykloidenpunkte,  denen  die  Wälzungs- 
winkel   lo  -{-  ö  und  ro  —  d  zugehüren,  so   ist 

a;^  =  a(co  +  d)  —  n  sin  ( co  +  d),     y^  =  a  —  a  cos  ( oj  -}-  d  ) , 


3)    ,  . 

la^a  =  a(«  —  d)  —  a  sin  (co  —  d),     i/2  =  «  —  '''  cos  [a  —  d). 

Unter  Benutzung  der  Formeln 

.  f  sin  (co  +  d)  —  sin  (w  —  d)  ^  2  cos  co  sin  d , 

l  cos(w  —  ^)  ~  cos  (cö  +  d)  =  2  sin  co  sin  d 
folgt   hieraus    für    den    in    der    Drehrichtung    der  Polarwinkel    ge- 
messenen Winkel  <>,  den  eine  die  Punkte  a^^/i  und  x^y^  enthaltende 
Sekante  mit  der  Abscissenachse  einschließt, 

,  N  ,  Vi  —  V«.  sin  ö)  sin  d 

o)  tan  (T  = -' — -=  ^ •-  «  • 

■'  a^j  —  X»        o  —  cos  0)  sin  o 

Wird  im  Zähler  und  Xenuer  durch  d  di\T.diert,   so  entsteht,  wenn 
wir  zur  Abkürzung 

.  sin  8 

€)  -T-  =  ' 

setzen,  die  Gleichung: 

t  sin  0) 
—  f  cos  ca 


r)  tau  <?  =  ., 


Für  d  =  0   wird  £  =  1  (vergl.  die  Anmerkung  auf  S.   258);  dabei 
fallen  beide  Peripheriepunkte  zusammen  und  die  Sekante  wird  zur 
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Tantjento.    Bczeiclinet  also  r  deu  im  gleichfii  Rinne  wie  6  gemessenen 
Winkel,  den  diese  Tangente  mit  dei'  JC'-Achse  bildet,  so  folgt  aus   7): 


0 


sm  0) 
tan  T  =  ,  =  cot 

1  cos  iO 


Man  kann  hieraus  leiehl  herleiten,  daß  die  Tangente  im  Punkte  P 
(Fig.  6G)  durch  den  von  der  Geraden  AA'  am  weitesten  ab- 
stehenden Punkt  2'  des  Erzeugungskreises  gehen  muß.  PT  ist 
Tangente  und  PX  Normale. 

Beobachtet  man  den  Weg,  den,  während  der  Erzeugungskreis 
auf  der  Basis  AA'  rollt,  ein  auf  dem  Kadius  CP  oder  seiner  Ver- 
längerung, im  Abstände  c  vom  Kreismittelpunkte  gelegener  Punkt 
beschreibt,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise,  wie  die  Gleichungen  2) 
entstanden,  für  den  Ort  dieses  Punktes  die  zusammengehörigen 
Formeln : 

*^)  X  =  (1(0  —  c  sin  w,        ij  =  a  —  c  cos  w. 

Die  hierdurch  ausgedmckte  Kurve  führt  den  Namen  geschweifte 
oder  gedehnte  Cykloide,  wenn  c  <C  «,  verkürzte  oder  ver- 
schlungene Cykloide,  wenn  c  >»  «.  Die  Untersuchung  ihrer 
Gestalt  mit  Benutzung  der  Gleichungen  9)  kann  in  ähnlicher  Weise 
wie  bei  der  gemeinen  Cykloide  geführt  werden. 

II.  Rollt  ein  Kreis  auf  der  Außenseite  der  Peripherie  eines 
festen  Kreises,  so  beschreibt  ein  Peripheriepunkt  der  rollenden 
Linie  eine  sogenannte  Epicykloide.  Zur 
Ermittelung  der  Gleichimgen  dieser  Kurve 
legen  wir  in  Fig.  67  durch  den  Mittelpunkt 
des  festen  Kreises  ein  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem, dessen  ^/-Achse  den  Anfangs- 
punkt A  der  Bewegung  enthält,  in  welchem 
der  beschreibende  Punkt  P  mit  dem  Berühr- 
ungspunkte beiderKreise  zusammenfiel.  Setzen 
wir  wieder  den  Wälzungswinkel  OCP=  (o, 
so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  aneinander  abgewickelten  Bogen- 
längen iCOA=j-  und   i  QCP  =  -—^r^     i  wenn  a   den  Radius 

des  rollenden,  1)  den  Radius  des  festen  Kreises  bezeichnet.     Sämt- 
iche  Winkel  sollen  hierbei   wie  vorher   in  Teilen  des  Halbmessers 
ausgedrückt   werden.     Aus    der  Figur   folgt   dann    zunächst,    wenn 
P<^\\OX  und  PC   OY  gezogen  ist. 
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031  =  on  -  PQ,      MP  =  it  c  -  q  c, 

und  hierau.s  ergibt  sich  für  die  Koordinaten  x  und  y  des  be- 
schreibenden Punktes  P: 

l  ,  •.     .     (loa  .     ' &  -f  «)  cö 

\x  =  {b  +  a)  sm         -  a  sm      \  —  , 

2/  =  (*  +  fi)  COS    ,    —  r<  cos  ^ — 

Werden  beide  Gleichungen  quadriert  und  addiert,  so  erhält  man 
für  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Mittelpunkte  0 
des  festen  Kreises: 

11)          x^  +  t/==(b  i-  cif  +  a^  -  2a(b  +  a)  cos  w, 
woraus    sofort    folgt,    daß    diese    Entfernung    immer    zwischen    den 
Grenzen  h  und  b  -\-  2  a  enthalten  sein  muß.    An  der  ersten  dieser 
beiden  Grenzen  ist  cos  co  ^  1,  oj  besitzt  also  einen  der  Werte 
In,        —  27r,        0,        +  27r,        +  47r,  •  •  • 

an    der    zweiten   Grenze    ist    cos  co  =  —  1 ,    woraus    man    für  co  die 

Werte 

•  •  •  —  StT,  —  7C,  +  TT,  +  37r,  •  •  • 

erhält.    Die  zugehörigen  x  und  i;  finden  sich  aus  den  Gleichungen  10). 

Sobald  die  beiden  Radien  n   und  b  in   einem  kommensurablen 

Verhältnisse  stehen,  sind  die  Epicykloiden  nicht  mehr  transcendente 

Linien,    sondern   gehören   in  das  Gebiet  der  algebraischen  Kurven. 

In    diesem    Falle    sind    nämlich    oti'enbar    aucli    die    Winkel  und 

10 

— T kommensurabel.      Bezeichnen    wir    nun    ihr    gemeinschaft- 

liches  Maß  mit  Wj,  so  läßt  sich 

a  CO  (b  -\-  (i)  to 

setzen,  wobei  in  und  n  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Dann  er- 
langen die   Gleichungen   10)  die  Form: 

X  =  {b  -\-  a)  sin  }H iOy  —  a  sin  ii coj , 
y  =  {J>  -\-  (i)  cos  in  coj  —  ((  cos  n  coj , 

worin  man  nur  die  gonionietrischen  Funktionen  der  Winkel  ww, 
und  Mft)i  in  bekannter  Weise  durch  sin  ca^  und  cos  to^  auszudrücken 
hat,  um  mittels  der  Gleichung  sin"cöj  -|-  cos-fo^  =  1  den  Winkel  Wj 
entfernen  zu  kthinen.     Es  bleibt    dann  eine  algebraische  Gleichung 
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zwisclien  x  und  //.  —  Als  einfachstes  hierlier  gehcirif^es  Beispiel 
wählen  wir  den  Fall,  wenn  beide  Radion  einander  gleich  sind.  Die 
angegebene  Rechnungsforra  läßt  hierbei  noch  einige  Vereinfach- 
ungen zu.  Setzen  wir  nämlich  in  Nr.  10)  6  =  a  und  verlegen  zu- 
gleich den  Koordinatenanfang  nach  Ä  (Fig.  G7),  sodaß  //  in  //  +  a 
übergelit,  so  erhalten   wir  für  den  vorliegenden   Fall: 

.r  =  2  a  sin  w  —  rt  sin  2  co , 

y  =  2  a  cos  CO  —  «(1  +  cos2fo). 

Mittels  der  Formeln 

sin  2  a)  =  2  sin  to  cos  ro,  1  +  cos  2  a)  =  2cos^fo 

folgt  hieraus: 

,E  =  2rtsinco(l  —  cosfo), 

y  =  2  a  cos  CO  (l  —  cosco). 
Beide  letzte  Gleichungen  geben  durch  Division  verbunden 

tan  CO  ^  ^ — , 

y 

woraus  unter  Berücksichtigung,  daß  nach  der  zweiten  der  vor- 
hergehenden Gleichungen  cos  co  und  y  immer  gleiches  Vorzeichen 
haben  müssen,  die  Formel 

y 

cos  CO  =    ^-  :! -— 

y^'+y' 

hervorgeht.     Wird   dieser  Wert   in   den   letzten   für   y   gefundenen 
Ausdruck   eingesetzt,  so  ergibt  sich  nach  einfacher  Umformung: 
12)  (x'  +  ^'  +  2ayy  =  4.a\x'  +  /)• 

Die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Linie  vierten  Grades  be- 
sitzt, wie  sich  unter  anderem  durch  den  Übergang  zu  Polarkoor- 
dinaten leicht  ableiten  läßt,  eine  herzförmige  Gestalt  und  führt 
hiervon  den  Namen  Cardioide. 

III.  Läßt  man  den  beweglichen  Kreis  auf  der  Innern  Seite 
der  Peripherie  eines  festen  Kreises  rollen,  so  wird  die  von  einem 
seiner  Peripheriepunkte  beschriebene  Kurve  Hypocykloide*)  ge- 
nannt.     Ihre    Gleichungen   werden    unter   Beibehaltung    der   vorher 


*)  Besitzt  der  rollende  Kreis  einen  größeren  Radius  als  der  ruhende, 
sodaß  sich  seine  konkave  Seite  auf  der  konvexen  des  festen  Kreises  ab- 
wickelt, so  erhält  die  Kurve  von  einigen  den  Namen  Pericykloide. 
Auf  die  Ableitung  der  Gleichung  hat  dieser  Unterschied  keinen  Einfluß. 
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angewendeten  Bezeichnungen  und  der  früheren  Lage  des  Koordi- 
natensystems ohne  weiteres  aus  den  für  die  Epicykloide  geltenden 
Formeln  hergeleitet,  wenn  man  den  Halbmesser  a  und  dem  Wälz- 
ungswinkel  a>,  welche  heide  in  eine  entgegengesetzte  Lage  über- 
gehen, die  entgegengesetzten  Voz-zcichcn  erteilt.  Man  wird  diese 
Bemerkung  bestätigt  finden,  wenn  man  die  Fig.  67  in  der  dem 
jetzigen  Falle  entsprechenden  Weise  abändert.  Xach  Analogie  von 
Xr.  lO)  ergeben  sich  dann  für  den  Hj^oocykloidenpunkt  xy  mit 
dem   Wälzungswinkel  ro  die  Gleichungen: 

{b  —  a)  0) 


13) 


j/  =  {h 


d)  Sil 


a  sm 


N         aoi    ,  (b 

a)  cos        +  a  cos  — 


aj  w 


woran  ähnliche  Betrachtungen  wie  bei  der  Epicykloide  geknüpft 
werden  können.  So  gelangt  man  u.  a.  in  gleicher  Weise  wie  dort 
zu  dem  Resultate,  daß,  wenn  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise 
kommensurabel  sind,  die  Hypocykloide  in  das  Gebiet  der  algebraischen 
Kurven  übertritt.  Untersuchen  wir  z.  B.  den  Fall,  wo  der  Durch- 
messer des  rollenden  Kreises  gleich  dem  Radius  der  festen  Basis 
oder  b  =  2a  ist,  so  entsteht  aus  Nr.  13): 


0, 


y 


J  a  cos  — 


Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  daß  dann  die  Hypocykloide  in 
die  geradlinige  Ordiuatenachse  übergeht,  die  zweite,  daß  der  be- 
schreibende Punkt  immer  innerhalb  derjeni- 
gen Strecke  dieser  Geraden  bleiben  muß, 
in  welcher  sie  einen  Durchmesser  des  festen 
Kreises  bildet. 

TV.  Als  letztes  Beispiel  einer  Linie, 
welche  nach  der  früher  aufgestellten  Begi-ifls- 
bestimmung  im  weiteren  Sinne  ebenfalls 
zur  Klasse  der  Rollkurven  gezählt  werden 
kann,  wählen  wir  die  Kreisevolvente 
(Fig.  68).  Sie  wird  von  einem  Punkte  P  einer  Geraden  PX  be- 
schrieben, die  sich  ohne  Verschiebung  an  der  Peripherie  eines 
festen  Kreises  so  fortbewegt,  daß  sie  immer  mit  ihm  in  Berührung 
bleibt.      Es    bildet    also    diese    Kurve    gewissermaßen    den    oreraden 
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(}('<roiis;itz  zur  gomoinon  Cykloido,  indem  bei  ihr  der  Kreis  fest 
und  die  (ierade  bewei^dicli  ist,  während  dort  der  umgekehrte  Fall 
stattfand. 

Um  ihre  Gleichungen  für  Parallelküordinaten  zu  ermitteln, 
benutzen  wir  ein  rechtwinkliges  System,  dessen  Anfang  mit  dem 
Mittelpunkte  0  des  gegebenen  Kreises  zusammenfällt.  Die  y -Achse 
wird  dnreh  den  in  der  Kreisperipherie  befindlichen  Kui'veiipunkt  A 
gelegt.  Stellen  OM  =  x  und  MP  =  y  die  Koordinaten  des  be- 
selireibenden  Punktes  P  dar,  für  welchen  die  bewegte  (ierade  PN 
den  Kreis  in  N  berührt,  so  ist,  wenn  man  QN  und  RN  parallel 
zu  den  Koordinatenachsen  zieht, 

X  =  Oll  -  QX,       y  =  RN  +  QP. 

Wird  nun  der  Radius  OA  =  OiY  =  a  gesetzt  und  der  in  Teilen 
des  Halbmessers  ausgedrückte  Winkel  AON  mit  ra  bezeichnet,  so 
erhält  man  aus  dem  Entstehungsgesetze  der  Kiu've: 

PN  =  KxqAN  =  a  CO, 
folglich  in  Verbindung  mit  den  vorhergehenden   Gleichungen: 

X  ==  a  sin  oj  —  «  w  cos  w , 


y  =  a  cos  0)  +  a  w  sm  co. 

Soll  die  Kreisevolvente  durch  Polarkoordinaten  r  und  0  (in 
gleicher  Weise  wie  bei  den  Spiralen,  denen  sie  der  Gestalt  nach 
zugezählt  werden  kann)  ausgedi'ückt  werden,  so  können  auch  diese 
beiden  veränderlichen  Größen  vom  Winkel  co  abhängig  gemacht 
werden.  Behalten  wir  0  als  Koordinatenanfang  bei  und  nehmen 
0  Y  zur  polaren  Achse,  so  ist 

r^  =  x^  +  »",       tan  d  =  — 

1^5  y 

Mit  Benutzung  von  Nr.  14)    gibt    die   erste   dieser  beiden  Formeln 
15)  r^  =  a~  +  «^w^, 

woraus  in  Übereinstimmung  mit  der  Entstehungsweise  der  Evol- 
vente folgt,  daß  kein  Punkt  dieser  Kurve  innerhalb  des  festen 
Kreises  gelegen  sein  kann.    Von  r  =  a  an  wachsen  die  Werte  von 

r  gleichzeitig  mit  co  ins  Unendliche.     Die  Gleichuncj  tan  0  =  —  führt, 

öS  ^  2/  ' 

wenn  man  aus  14)  die  Werte  von  x  iiud  //  einsetzt  und  im  Zähler 
und  Nenner  durch   acosw  dividiert,  zu  dem  Resultate: 
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f.         tan  oj  —  oj 
tanö  =  -  ,       , 

1  -j-  CO  tan  0) 

Wird  hierin  auf  oj  reduziert,  so  entsteht  die  einfache  Formel: 
16)  0)  =  tan  (oj  —  ö), 

aus  welcher  die  den  verschiedenen  co  zugehörigen  Werte  von  B  be- 
rechnet werden  können.  —  Die  Gleichungen  15)  und  16)  lassen 
sich  übrigens  auch  auf  sehr  leichte  Weise  unmittelbar  aus  der 
Fig.  68  herleiten,  wenn  man  darin  den  Leitstrahl  OP  zieht.  Wir 
geben  dies  der  Selbstübung  des  Lesers  anheim. 

Die  Untersuchung  über  die  Lage  der  Tangenten  einer  Kreis- 
evolvente kann  mit  Hilfe  der  Gleichungen  14)  auf  demselben  Wege 
wie  bei  der  gemeinen  Cjkloide  geführt  werden.  Sie  liefert  das 
Resultat,  daß  alle  Tangenten  des  festen  Kreises,  welcher  in  dem 
im  §  39  auf  Seite  235  und  236  festgestellten  Sinne  die  zugehörige 
Evolute  darstellt,  Normalen  der  Evolvente  bilden.  Es  ist  dies  eine 
Eigenschaft,  welche,  wie  die  höhere  Mathematik  beweist,  jeder 
Evolute  in  Beziehung  zu  ihrer  Evolvente  zukommt. 
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der  Punkte  auf  der  Geraden  und  der  Geraden  und  der  Ebenen  im  Büschel. 
Die  Stetigkeit  wird  in  Dedekindscher  Weise  definiert. 

Repertorium  der  höheren  Mathematik 

(Definitionen,  Formeln,  Theoreme,  Literaturnachweise). 
Voll  Ernesto  Pascal, 

ord.  Prof.  an  der  Universität  zu  Pavia. 

Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  A.  Schepp  in  Wiesbaden. 
In  2  Teilen. 
I.  Teil:  Die  Analysis.    [XHu.  638S.]  8.   1900.    Biegs.  in  Leinw.  geb.  n.  J^.  lO.- 
II.  Teil:  Die  Geometrie.    [Xu.  712  S.]   8.   1902.    Biegs.  in  Leinw.  geb.  u.  J^.  12.— 

Professor  Dr.  Ernst  Wölffing  schreibt  in  seinem  IVIathematiscIien  Bücher- 
schatz (Leipzig,  Teubner  1903): 

Einem  Mathematiker  in  einem  Gebiet,  auf  dem  er  nicht  zu  Hause  ist,  zur 
augenblicklichen  Orientierung  zu  dienen,  kommt  in  sehr  geschickter  Weise 
ein  Werk  nach:  E.  Pascal,  Repertorium  der  höheren  Mathematik  I— ü, 
Leipzig  1900  —  02,  welches  eine  Übersicht  über  die  Hauptlehren  der  höheren 
Mathematik  gibt  und  bei  welchem  die  geschickte  Auswahl  der  mitgeteilten 
Sätze  und  Resultate  nicht  genug  gelobt  werden  kann. 


Verlag  von  B.  G.  TEUBNER  in  LEIPZIG. 

Encyklopädie  der  Elementar-Malhemaiik. 

Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Studierende. 

Von 

Heinrich  Weber,      und      Josef  Wellstein, 

Professor  ui  StraOmrg  l'roffs«or  in  dieß'i]. 

Tn  3  Bänden.  Band  I  (XIV  u.  446  S.)  gr.  8.  190o.  In  Leinw.  geb.  n.  .^  8 .  — 

Das  Werk,  dessen  erster  Band  soeben  erschienen  ist,  richtet  sich  in  erster 
Linie  an  die  Lehrer,  die  darin  Anregung  iinden  sollen,  ihren  Unterrichtsstoif 
auszuwählen  und  namentlich  in  den  höheren  Klassen  zu  vertiefen,  sodann  aber 
auch  an  Studierende,  die  eine  Anlehnung  an  die  Ehnnente  und  Auffrischung 
und  Ergänzung  friUier  erworbener  Kenntnisse  suchen. 

Durch  das  Zusammenwirken  raehr<>r  (Jelehrter  hoffen  die  Herausgeber, 
die  möglichste  Vollständigkeit  zu  erreichen.  Der  erste  Band  umfaßt  den 
algebraisch-analytischen  Teil.  Der  zweite  Band,  der  unter  der  Presse  ist,  wird 
die  Geometrie  nach  ihren  verschiedenen  Seiten  behandeln.  Ein  dritter  Teil, 
dessen  Druck  gleichzeitig  mit  dem  zweiten  in  Angriff"  genommen  werden  soll, 
Avird  die  Anwendungen  bringen,  deren  Stoff"  aus  der  darstellenden  Geometrie, 
der  Mechanik,  Physik  und  Wahrscheinlichkeitsrechnung  entnommen  ist.  Die 
Vorarbeiten  sind  so  weit  gediehen,  daß  die  Vollendung  des  ganzen  Werkes  im 
nächsten  Jahre  erwartet  werden  darf. 


Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie. 

Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium. 

Mit  zahlreichen  Übungsbeispielon.     In   2   Teilen. 

I.  Teil:  Die  analytische  Geometrie  der  Ebene     Von  Dr.  H.  Ganter.  Professor  an 

der  Kantonsschule  in  Aarau,  und  Dr.  F.  Rudio.  Professor  am  Poly- 
technikum zu  Zürich.  Mit  54  Figuren  im  Texte.  Fünfte,  verbesserte 
Auflage.     [VIII  u.  187  S.|     gr.  8.     1903.     In  Leinw.  geb.  n.  ./^.  3.— 

II.  Teil:  Die  analytische  Geometrie  de.^  Raumes.    Vt)n  Dr.  Ferd.  Rudio.  Prof.  am 

Polytechnikum  in  Zürich.  Mit  1-2  Figuren  im  Texte.  Dritte,  ver- 
besserte Auflage.    [Xu.  184S.|    gr.  8.    l'J(»-_'.    In  Leinw.  geb.  n.  Jd  3 . -^ 

Die  Zahl  der  Lehrbücher  über  analytische  Geometrie,  die  von  vornherein 
den  zu  behandelnden  Stotf  in  enge,  einem  ersten  Studium  entsprechende  Grenzen 
einschließen,  innerhalb  dieser  Grenzen  aber  eine  möglichst  große  Vollständigkeit, 
verbunden  mit  einer  streng  wissenschaftlichen  Darstellung,  anstreben,  ist  nicht 
sehr  groß.  Das  vorliegende  Lehrbuch  will  in  diesem  Sinne  einem  vielfach 
empfundenen  Bedürfnis  entgegenkommen.  Es  wendet  sicli  in  erster  Linie  an 
die  oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten  ((lymnasieu,  Kealgymuasien  etc.\  ist 
aber  auch  so  gehalten,  daß  es  mit  \'orteil  zum  Selbststudium  wird  benutzt 
werden  können. 

Die  Brauehliarkeit  ihres  Buches  suchten  die  Verfasser  durch  ein  sorgfaltig 
ausgewähltes  Übungsmaterial  zu  erhöhen. 

Der  Fmstaml,  daß  der  starken  vierten  bezw.  zweiten  Auflage  in  so  kurzer 
Zeit  die  fünfte  bezw.  dritte  folgt,  ist  ein  Beweis  dafür,  daß  das  Buch  einem 
wirklichen  Bedürfnisse  entspricht.  I>ie  Verfasser  haben  sich  daher,  von  einigen 
wenigen  Zusätzen  abgesehen,  darauf  beschränkt,  die  Darstellung  zu  vervoll- 
kommnen. Durch  das  hinzugefügte  Sachregister  ist  die  5.  Aut  jage  des  I.  Teiles 
nun  auch  äußerlich  mit  der  3.  Auflage  des  II.  Teiles  in  Übereiustinuuung 
gebracht  worden. 
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